1. Kuidas defineeritakse siindmuse toenaosus? Kuidas leida sindmuste
korrutise ja summa tdéendosust?

lllesanne: Urnis on 8 rohelist, 7 punast ja 5 sinist kuuli. Urnist

vOetakse valja 3 kuuli. Kui suur on tdenaosus, et:

1) kdik need kuulid on rohelised,

2) koik need kuulid on erinevat varvi,

3) Vahemalt Gks kuul on punane.

4) Vahemalt Uks kuul on punane ja vahemalt Gks kuul on sinine.

5) Vahemalt ks kuul on punane voi vahemalt Uks kuul on sinine.

2. Kuidas on defineeritud pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsioon
p(x) ja jaotusfunktsioon F(x)? Kuidas on nad omavahel seotud?

tilesanne: Juhusliku suuruse jaotusfunktsioon F(x) on defineeritud
allpooltoodud kujul.

F(x) = x 2 if x<-1

1 otherwise
Koostada tihedusfunktsiooni p(x) avaldis ning teha modlema
funktsiooni graafikud.
Leida toenaosused selleks (nii tihedusfunktsiooni kui ka
jaotusfunktsiooni kaudu), et selle juhusliku suuruse vaartused:

1) ei Uleta arvu x = -5;
2) satuvad vahemikku (-10,-1);
3) ei satu vahemikku (-3, -2).

3. Mis on punkthinnangud ja vahemikhinnangud?

lilesanne: Leia antud mooteseeria jargi uuritud suuruse tapse vaartuse
mooteriista mootmistapsuse punkthinnangud ja 90% usaldusnivooga
vahemikhinnangud.
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4. Mismoodi puUstitatakse statistilised htpoteesid ja mismoodi neid
kontrollitakse?

lilesanne: Kontrolli, kas antud mooteseeriate aritmeetiliste
keskmiste erinevus on statistiliselt oluline 5% olulisusnivooga.
Molemad moodteseeriad on tehtud sama mddteriistaga, mille
mootmistapsus 0.05.
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5. Mis on regressioon ja korrelatsioon?

tilesanne: Kuidas on omavahel seotud suurused x ja y? Koosta
regressioonisirge. Kas peaks kasutama kdorgemat jarku
regressioonipoliinoomi?

Milline on nendevaheline korrelatsioonikordaja? Mida see

[x ~18 10 22 55 2 -30 -15 5 10 18

y 6 12 7 10 1 16 8 2 4 -1



1.ulesanne
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p(x) = |— if x<-1
Fx)=|— if x<-1 x3
X 0 if x >-1
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Juhusliku suuruse vaartused:
-- ei Uleta arvu -5:
F(-5) = 0.04

-5
J p(x) dx = 0.04

— 0

-- satuvad vahemikku (-10,-1): F(-1) — F(-10) = 0.99

-1
[ p(x) dx = 0.99

-2
Ei satu vahemikku (-3,-2): 1 - J p(x)dx = 0861 1 — F(-2) + F(-3) = 0.861
-3



5.iilesanne

o= —18 rp =10
g == —15 r7:=5
s =6 sy =12
56 = 8 s7:=2
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r.:= KATA. , s.:= KATA.
i 1,0 M 1,1

corr(r,s) = —0.206  langev trend

Iy = 22 3= 55 Iy = 2
Ig = 10 Ig = 18
8y 1= 7 s3 1= 10 84 = 1
58 = 4 Sg = -1

i=0.9 rr:=-30..55

vs -- interpoleerimine ruutpoliinoomiga
vk -- interpoleerimine kuuppolinoomiga

I'S =-30

S5 = 16

vs := regress(r,s,2)

vv = regress(r,s, 1)

vk := regress(r,s, 3)

Poliinomiaalne regressioon
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Soltumatu muutuja r_ruutkordaja := corr(r,s)” = 0.04:

000 Andmed
Ruutpoliinoom

— - Kuuppoliinoom

— - - lineaarne 1dhendus



4. llesanne -- mootmistapsuste erinevuse hindamine. Olgu usaldusnivoo alfa = 0.05.

HO: Mooteseeriate aritmeetiliste keskmiste erinevus ei ole statistiliselt oluline olulisusnivool
0.05 (eeldame seda, sest teada on, et mdlemad modteseeriad on tehtud sama
mOooteriistaga).

H1: HO vaar.

x:=(2.34 238 232 236 235 231 235 229 241 235)nl:=10
y:=(2.24 227 222 233 229 230 224) n2:=7

5= 005 seeon antud mo&dbteriista modtetapsus -- Uksikmodtmise standardhalve HO jargi
mx := mean(x) = 2.346 my := mean(y) = 2.27
sl := Stdev(x) = 0.034  s2 := Stdev(y) = 0.039

n-n
my—my, vaja uurida seda
5 n +n 05-y

nl-n2 mx— my
t",/n1+n2' S = 3.084 qt(0.975,n1 + n2 — 2) = 2.131

Kriitilise teststatistiku vaartuse saame t-jaotuse (taiend)kvantiilfunktsiooni gt kasutades.
Hindame kumulatiivse jaotusfunktsiooni pédrdfunktsiooni (kvantiilfunktsiooni) valimi abil.
Praegune tulemus tahendab, et 97.5% téendosusega on statistiku vaartus antud vabadus-
astmete korral suurem kui 2.131, sest leidsime 0.975-taiendkvantiili. Kuna t-jaotus

on simmeetriline, siis analoogiliselt on tdendosus 97.5% mdbta statistiku vaartuseks
vahem kui -2.131. Kuna valimi pdohjal leitud statistik on oluliselt suurem kui 2.131 (kuulub
kriitilisse piirkonda), siis peame hiipoteesi HO "modteseeriate aritmeetiliste keskmiste
erinevus ei ole statistiliselt oluline olulisusnivool 0.05" Umber lUkkama.

Markus: praeguses llesandes on kumulatiivse jaotusfunktsiooni asemel statistikuna kasutusel
empiiriline jaotusfunktsioon, mis on kumulatiivse jaotusfunktsiooni nihketa. konsistentne ja
ilmselt ka mdjus punkthinnang.

& ~ ban:




Kindlasti peaks kasutama kdrgemat jarku regresioonipoliinoomi, sest:

1. antud andmete graafik ei tundu graafilisel uurimisel kaugeltki mitte lineaarne -- jaagid
oleksid liga suured vorreldes selle osaga, mida mudel seletab.

2. Korrelatsioonikordaja vaartus on ainult -0.045, mis on pdhimotteliselt nii vaike seepdrast,
et x-i standardhdélve on suur ja x-y korrelatsioon vaike -- seega korrelatsioonikordaja
b=r*sd(y)/sd(x) vaartus on samuti vdga vaike.

3. Lineaarse mudeli tdusu p-vaartus on kdrge -- see tahendab seda, et 1. liiki vea tegemise
voimalus on lubatust (naiteks olulisusnivool 5%) oluliselt kdrgem -- seetdttu ei ole lineaarne
sOltuvus statistiliselt oluline.

Voimalused edasiseks analiitisiks: mdistlik oleks kasutada 2-jarku poliinomiaalset regressiooni
st Iahendada katseandmed parabooliga.

Tehes anallilisi 2. jarku poliinomiaalsele regresioonmudelile, osutuvad vabaliige ja ruutlikme
kordajad statistiliselt olulisteks ja r*2 (r_ruutkordaja ehk korrelatsioonikordaja ruudus)
vaartus on 0.467, st x-i varieeruvus sellise mudeli korral seletab ligikaudu 47 % y-i
varieeruvusest -- tihti eeldatakse seda, et kui r*2 on 0.4 ja 0.8 vahel, siis on mudel huvitav.
Antud ruutparabooli korral nii ongi.

parabooine regressioon katseandmetele ennustusintervalliga (punaseit)

10

20 0 20 40
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4. Mismoodi pistitatakse statistilised hiipoteesid ja mis moodi neid kontrollitakse?

Kuna otsuseid saab reaalses maailmas teha vaid teatud kindlusega, siis peame pustitama
statistilised hiipoteesid -- nullhiipotees HO ja alternatiivne hiipotees H1. Statistilisi teste
kontrollitakse enamasti riskiprotsenti vdi usaldusnivood a kasutades (enamasti a=0.05), mis
maarab dra maksimaalse tdendosuse teha 1. liiki viga -- st HO hipotees Umber likata, kui
see on tegelikult dige.

Oluline ongi mdista, et klassikaline statistika ehk frequentist statistika ei vdimalda
andmetest otse ilma populatsiooni kohta taiendavaid eeldusi tegemata populatsiooni kohta ka
jareldusi teha ja seetdttu pdhinevad arvutused nullhipoteesi kehtivusel, naiteks et kasside
toortoidu ja purgitoidu jaotuste keskmiste erinevus populatsioonis (lildkogumis) on 0. See
vastaks naiteks normaaljaotusel mediaanile (keskmisele) jaotuse keskel ja Uhtlasi maarab
siis ara populatsiooni kirjeldava jaotuse asukoha arvteljel. Nullhlpotees valitakse tavaliselt
analoogselt "sultu kuni pole stitidi mdistetud” kaalutlustele -- see tahendab, et otsitav efekt
ei loeta tdestatuks. Moétleme: Kui aga nullhipoteesiks valida "efekt tdestatud” juhus, siis
tekiks kohe kisimus, et kui suur see efekt on -- ja tdendosusele on raske anda mingit tapset
hinnangut, sest eelnevalt ei tea ju, kui suur efekt tegelikult ikkagi on -- seetdttu valitaksegi
nullhiipotees "algselt eeldame, et ildkogumis efekti pole" alusel -- see tdhendab, et naiteks
kassi purgitoidu ja toortoidu vaheline keskmiste erinevus on 0 -- seda pole voimalik valesti
arvata, sest kui efekti pole, siis ka keskmiste erinevus peaks olema 0. Loodetakse leida
valimi p&hjal arvutatud valimi-statistiku vaartus, mis HO kehtivusel on voimalikult
ekstremaalne -- loodetavasti Ule kriitilise teststatistiku vaartuse, mille korral on leitud vastuolu
HO-ga sel olulisusnivool ja seega HO lukatakse Umber.



Kui nullhtipoteesi alusel on populatsiooni kirjeldava jaotuse asukoht paigas, siis sellega on
maaratud teststatistiku-jaotus -- selle keskmise x-asukoht on on x-telje O-is.

Valimi pdhjal arvutatakse valja valimi-statistik ja eeldades HO hiipoteesi

kehtivust, arvutatakse valja voi vaadatakse tabelist (vastava vabadusastmete jaoks) kriitiline
teststatistiku vaartus (ja sellega

seonduv p-vaartus, mis annab tdenaosuse (valimi statistikuks) mddta kriitilise teststatistikuga
vordne voi ekstremaalmsem vaartus (st valimi-statistik kuulub kriitilisse piirkonda)). Kui
valimi-statistiku vaartus on vaiksem kui kriitiline teststatistiku vaartus, siis on selge, et peab
jaama HO kehtivuse juurde ja vastupidi - kui see on suurem, siis likatakse HO Gmber. Tihti
kasutatakse kriitilise statistiku vaartuse asemel p-vaartusi, aga selle matemaatiline sisu on
tegelikult hiipoteesi tdesuse hindamise koha pealt samavaarne, sest kui kriitilise
teststatistiku vaartusega seotud p-vaartus (ehk kriitilise piirkonnaga seotud jaotusealune
pindala) jaab valitud usaldusnivoo-vaartusest (naiteks a=0.05) vaiksemaks, siis jareldatakse,
et maksimaalne risk teha 1. liiki viga on lubatud piirides ja otsustatakse HO hipotees imber
likata. Kui aga saadav p-vaartus on suurem kui a, siis hinnatakse riski liiga suureks ja
hiipoteesi HO imber ei llkata.

NB! See ei tahenda nullhiipoteesi tdestamist, sest see on frequentist-statistikas sisuliselt
nagu aksioom -- pole vdimalik tdestada.

Naide: Olgu HO ja sealttulenevalt ka teststatistiku kuju ja asukoht paigas, maarame ka
alternatiivse hiipoteesi titbi (Uhepoolne vs kahepoolne). Saadakse standardiseeritud
keskmiste erinevus (valimi-statistik) suurusega 1.12. Teame, et see vastab siis Uhele
konkreetsele punktile "jaotuse all" -- mis selle teadmisega peale hakata? See on kasulik,
sest kuna teststatistiku kuju ja asukoht on teada, siis on ka selle jaotuse (kvantiilid) ja
kriitilised teststatistiku vaartused vastavate vabadusastmete korral teada ja saame kohe
vorrelda, kas saadud valimi-statistik 1.12 on sellest kriitilisest vaartusest suurem v6i vaiksem.
Kui on vaiksem, siis tehakse jareldus jaada HO paikapidavuse juurde (kuigi seda ei toestata),
aga kui on suurem, siis likatakse HO Gmber, sest siis kuulub valimi-statistik kriitilisse
piirkonda.

Miks on vaja HO hipoteesi ja miks ei piisa jarelduste tegemiseks lihtsalt sellest, kui teame
protsessi kirjeldava jaotuse kuju? Vastus: Sest me ei tea, kus kohas arvteljel uuritavat
protsessi

kirjeldav jaotus asub. Jaotuse asukoht on Uheselt maaratud naiteks keskvaartusega ja
sUimmeetrilise jaotuse korral nagu naiteks normaaljaotus, langeb see kokku mediaaniga ja
asub tapselt jaotuse keskel.



TEOORIA

2. Pideva juhusliku suuruse X tihedusfunktsioon f(x) ja jaotusfunktsioon F(x)

P(x £ X <x + Ax)

f(x)= lim

Ax 507" Ax .

F(x) = P(X < x)ﬁaotusfunktsioon. Nende vahel valitseb seos: d_(F(x)) = f(x)

X
See tdhendab seda, et tihedusfunktsioon on jaotusfunktsiooni tuletis vastava muutuja jargi.

3. Punkthinnangud ja vahemikhinnangud.

Olgu antud valim, millede elemendid on kdik sdltumatute ja samade jaotustega juhuslike
suuruste realisatsioonid.

Praktikas ei huvita meid mitte juhuslikku suurust esindav valim, vaid valimi abil
Uldpopulatsiooni kohta Uldistuste tegemine. Margime, et tildkogum on klassikalise
statistika eelduste pdhjal on [6pmatu hulk. Kuna statistikas ja tdendosusteoorias
eeldame, et juhuslik suurus on taielikult maaratud enda tdendosusjaotusega, huvitavadki
meid selle jaotuse parameetrid.

Olgu eesmargiks hinnata jaotuse F, mille loeme meie poolt uuritavate juhuslike suuruste
generaatoriks, parameetreid. Need parameetrid vétame lihidalt kokku parameetrite
vektorina ©=(8.1,8.2,...,6.n). Tahistame jaotuse tegeliku parameetri 6.j ja sellele vastava
statistiku O.j.

Statistik O.j on valimist soltuv juhuslik suurus hindamaks parameetri 6.j tegelikku
vaartust. Tavaliselt on jaotuse parameetri hinnanguid kahte tiilpi: punkthinnang ja
vahemikhinnang.

Punkthinnang jaotuse tegelikule parameetrile leitakse naiteks suurima tdepara
funktsiooni kasutades -- see paneb paika parameetri tdendoseima vaartuse, jaotuse
kohta antud andmeid arvestades. Punkthinnangu nimi tuleneb ilmselt sellest, et (ihe
parameetri hinnang kujutub arvteljel Uhe punktina. Et punkthinnang oleks tldkogumi
jaoks piisavalt hea, peavad olema rahuldatud kolm jargmist nduet:

1. Punkthinnang peab olema nihketa (hinnangu keskvaartus vérdne vastava parameetri
vaartusega uldkogumis)

2. Punkthinnang peab olema efektiivne (hinnangu dispersioon peab olema minimaalne
koikvbimalikest nihketa hinnangutest)

3. Punkthinnang peab olema konsistentne (veenev) -- st uute elementide lisamisel
laheneb hinnang otsitava parameetri vaartusele.

Need kolm omadust vastavad kindlatele matemaatilistele maarangutele.



Vahemikhinnang jaotuse parameetrile 8.j defineeritakse enamasti a-usaldusintervalli (voi
usaldusvahemiku) abil.

Definitsioon. Parameetri 6j a-usaldusintervalliks nim sellist I16iku |.a, mille korral kehtib jargmine
vordus:

P(6.j IN l.o)=a.

Kui a-usaldusintervall on simmeetriline ja u on alumine usalduspiir ja U Glemine usalduspiir, siis
P(B.j<u)=P(B.j > u)=(1-a)/2.
Vahemikhinnangu nimi tuleb iimselt sellest, et see kujutub arvteljel vahemikuna.

5. Mis on regressioon ja korrelatsioon?

Liigitus -- lineaarne, mittelineaarne // parameetriline, mitteparameetriline // Ghemddtmeline,
mitmem®&dtmeline // kontrollmuutujatega, ilma.

Regressioon on pidevate juhuslike suuruste (erandjuhul voivad olla ka binaarsed
kontrollmuutujad) (sdltumatu juhuslik suurus ja sellest sdltuv juhuslik

suurus) vahelise seose kirjeldamiseks kasutatav statistiline meetod. Tihti kasutatakse
regressiooni hindamaks séltuva juhusliku suuruse tinglikku keskvaartust soltuvust
s6ltumatute muutujate kindlate vaartuste korral (ing. k. regression to the mean). Tuupiliselt
kasutatakse regressioonifunktsioone, mis on defineeritud polinoomide, splainide,
regressioonipuude vdi kernelite abil.

Naide: multiplikatiivne mitteparameetriline regressioon, mida on ideaalne kasutada, kui séltuva
muutuja varieeruvust kirjeldava pinna vdrrand on teada ja séltumatud muutujad on
omavahelises vastastikulises vastasmdgjus. Kasutatakse naiteks selleks, et modelleerida
organismi reaktsiooni keskkonna(tingimuste)le.

Korrelatsioon on kahe juhusliku standardiseeritud suuruse korrutise keskvaartus, mis on alati
0 ja 1 vahel ning mdddab nendevahelise lineaarse seose suurust ja ka 'suunda’ - naiteks kui
korrelatsioon kahe muutuja vahel on negatiivne, siis séltumatu muutuja suurenedes soltuva
muutuja tinglik keskvaartus vaheneb -- seega korrelatsiooni arvuline vaartus naitab
muutujatevahelise lineaarse seose tugevust.

Margime, et lineaarne seos (korrelatsioon) kahe juhusliku muutuja vahel ei tdhenda, et need
muutujad oleksid vastastikuses pohjuslikulises seoses (causal relation).

Oppematerjalis on toodud ka teine (ildisem ajalooline mdiste korrelatsioonile: korrelatsiooni
vOib mdista ka stohhastilise séltuvusena, kus nii séltumatu kui sdltuv muutuja pole
deterministlikud, vaid antud enda téendosusjaotustega.
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