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Kasutatud tidhised ja lithendid

To66s on kasutusel nn tadiendatud Heaviside-Lorentz siisteem, kus
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4 — potentsiaal
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duaalne vooluvektor
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koigi 16igete hulk muutkonnal M

m — mootmeline diferentseeruv muutkond
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vasak pool, vasakpoolne



SISSEJUHATUS

Kihtkonnad on kaasaegse kalibratsiooniviljateooria aparatuur. Viimased for-
muleeritakse enamasti kihtkondade kaudu. Seletamaks orienteeritud aine, nt kris-
talli, defekte, muutusid 1970ndatel kihtkonnad populaarseks kondenseeritud ai-
ne fiiiisikas. Kihtkondade teoorial leidub rakendusi alates iilivoolava Heelium-3
omadustest kuni terasesortide tugevuse seletamise ja iildrelatiivsusteooriani. Va-
jadus kihtkondi kasutada on motiveeritud sellest, et tavalist diferentsiaalarvutust
muutkondade korral rakendada ei saa, kuna vektorid erinevates vektorruumides
ei ole otseselt vorreldavad. Erinevate vektorruumide vektoreid liites voib saada
vektori, mis ei kuulu mittekumbagi vektorruumi. Selleks tuuaksegi sisse kihtkon-
na moiste, mis iildistab koikide muutkonna punktide vektorruumid terviklikuks
kindlate omadustega matemaatiliseks struktuuriks.

Lie algebraid ja Lie rithmi kasutatakse tédnapédeva teoreetilises fiiiisikas viga
ulatuslikult, eriti aga osakestefiiiisikas. Pohjus on selles, et Lie rithmad on osa-
kestefiiiisika standardmudeli siimmeetriarithmad (teisenduste rithmad). On ka
tdhelepanuvéaarne, et eksootilised Lie rithmad leiavad laialdast kasutust strin-
giteoorias.

Kéesoleva bakalaureusetoé pohieesmérgiks on demonstreerida, et Yang-Millsi
klassikaline (kvantiseerimata) viljateooria on kaasaegse diferentsiaalgeomeetriaga
tihedalt labipéimunud. Loodetavasti antakse kédesoleva tooga teatav ettekujutus
Yang-Millsi teooria matemaatilisest formalismist. Uldisemas perspektiivis antak-
se liihitilevaade tanapéeva osakestefiiiisikas kasutatavast matemaatilisest forma-
lismist ja kalibratsioonteooriate pohiideedest. Eksponeeritakse mitmeid pikemaid
arvutusi, sest t60 autori arvates on need teooria tegeliku tunnetamise huvides
hédavajalikud.

T66 teised eesmérgid:

i) Tuua naiteid Lie rithmade, Lie algebrate ja kihtkondade tdhtsusest fiiiisikas,
g J
peaasjalikult kalibratsioonivéljateooriates. Illustreerivateks néideteks on
muu hulgas Lorentzi teisenduste rithma ja elektronérka vastasmoju kirjel-

dava teooria naide.

(ii) Teha sissejuhatus kalibratsiooniteooriate klassikalistest aspektidest, tuues

niiteid (véljade lagranziaani leidmine, kalibratsiooniinvariantse lagranziaa-



ni moiste, kvantelektrodiinaamika lagranziaan).

(iii) Rakendada Yang-Millsi teooriat elektromagnetilise vastasmoju erijuhul

(Maxwelli vorrandid.)
T66 on jagatud kolmeks peatiikiks:

(i) Esimeses peatiikis antakse pogus iilevaade kalibratsiooniteooriate iildistest
viljateoreetilisest aspektidest, lahtepunktiga Lagrange’i formalismis ja

kvantmehaanikas.

(ii) Teises peatiikis tutvustatakse kihtkondade teooriat. Eraldi uuritakse pea-
kihtkondi ja vektorkihtkondi, mida hiljem kombineerides opereeritakse vek-

torpeakihtkondadega. Tuuakse sisse seostuse moiste.

(iii) Kolmandas peatiikis kisitletakse Yang-Millsi klassikalist véljateooriat. An-
takse Yang-Millsi viljavorrandite geomeetriline sisu.Uhtlasi rakendatakse
t60s arendatud matemaatilist aparatuuri, et seostada geomeetria, algebra

ja fiitisika.

Lisaks sellele on t66s ka moned lisad, millest leiab tdiendavat materjali t66 pare-
maks moistmiseks, eriti kihtkondade pohimaéisteid lisast nr 3.

Loputdo jaoks materjalide otsimisele ei ole viga palju aega piihendatud, sest
vastavasisulise kirjanduse leidmine on vordlemisi lihtne. Pohiliselt toetutakse t66s
raamatutele [10] ja [11]. Loputdo jaoks kirjanduse valimise protsessi kiigus olen
ennast matemaatiliselt tdiendanud muu hulgas ka kahe raamatu abiga, millele
t60s otseselt ei viidanud, kuid mis on {ildisele arusaamisele olulisel mé&ral juur-
de andnud. Need raamatud on Ulo Lumiste , Diferentsiaalgeomeetria”ja Martin

Lipschultz?i ,,Schaum’s Differential Geometry”.



1 SISSEJUHATUS KALIBRATSIOONITEOORIATESSE

1.1 Abeli kalibratsiooniteooriad
1.1.1 Sissejuhatus

Kdesoleva peatiiki eesmdrgiks on anda pogus dilevaade kalibratsiooniteooriate

tldistest vdljateoreetilisest aspektidest.

Kalibratsiooniteooria on viljateooria, kus lagranziaan on invariantne pideva
rithma lokaalsete teisenduste suhtes. Moiste kalibratsioon viitab iileliigsetele va-
badusastmetele lagranziaanis. Erinevate kalibratsioonide vahel saab teha teisen-
dusi - kalibratsiooniteisendusi - ja need teisendused moodustavad Lie rithma, mis
on teooria stimmeetriarithmaks (kalibratsioonirithmaks). Kalibratsiooniteooriad
on elementaarosakeste standardmudel pohiline matemaatiline aparatuur. Selle
abil kirjeldatakse elementaarosakeste diinaamikat. [2] Elementaarosakestefiitisika
standardmudel on mitte-Abeli kalibratsiooniteooria, kus siimmeetriarithmaks on
UlxSU(2)xSU(3) ja tal on kokku 12 kalibratsioonibosonit: footon, kolm vahebo-
sonit ja kaheksa gluuonit. Paljud véimsad teooriad saab kirjeldada lagranziaaniga,
mis on invariantne mingi siimmeetria (teisenduste) rithma suhtes. Kui lagranziaan
on invariantne teisenduse suhtes, mis tehakse identselt igas ruumipunktis, siis
siisteemil on globaalne siimmeetria. Tdnapéeval baseeruvad koik fiitisikaliselt ja
matemaatiliselt korrektsed fundamentaalseid vastasmojusid kirjeldavad teooriad
kalibratsiooniteooriatel. Kalibratsiooniprintsiibi idee on selles, et fiiiisika ei tohi
soltuda selle kirjeldamise viisist. Mitterelativistlik kvantmehaanika lubab laine-
funktsiooniga teha globaalseid faasiteisendusi (ehk globaalset faasivalikut) kogu
ruumis, kuid relatiivsusteooria, tédnu piirkiiruse olemasolule looduses, seda teha
ei luba. Faasi valik iihes ruumipiirkonnas saab teistele teatavaks alles teatava aja

moodudes ning seetottu on moistlik lugeda, et faasi saab valida ainult lokaalselt



ning selline valikudigus on koikidel vaatlejatel iihesugune. Lokaalsed faasiteisen-
dused on voetud tédnapdeva osakestefiiiisika alusprintsiibiks. Selleks, et tagada
teooria invariantsus lokaalsete faasiteisenduste suhtes (fiiiisika sdltumatus faasi
valikust), tuleb sisse tuua taiendavad, osakestevahelisi vastastikmajusid kirjelda-

vad kalibratsioonvéljad.

Kui kvantelektrodiinaamikas oli kalibratsiooninvariantsus jareldus juba ole-
maolevast teooriast, siis esimesena votsid selle teooria loomisel aluseks Yang ja
Mills.

Esimeseks tédnapéeva moistes kalibratsioonteooriaks oli kvantelektrodiinaami-
ka (QED). Selle loojateks olid W.Heisenberg, W. Pauli ja P. Dirac ja Hermann
Weyl, teooria renormeeritavuse toestasid Richard Feynman, Sin-Itiro Tomonaga
ja Julian Schwinger, kes said selle eest ka 1995. aastal fiilisika Nobeli preemia.

1950ndatel jatkasid Yang, Mills ja Ryoyu Utiyama fiiiisikaliste teooriate
siimmeetriaseaduspérasuste kindlakstegemist. Tee oli nende ette tehtud Weyli ja
Pauli poolt. Teiste teooriate hulgas klassifitseeriti kvantelektrodiinaamika Abeli
kalibratsiooniteooriana. Viimase struktuuririthmaks on U(1) ja tal on iiks mas-
sita kalibratsioonivéli. Vastasmo6ju vahendajaks on footon, mis on teooria kalib-
ratsioonboson. Kui teooria kvantiseerida, siis muutub footon kalibratsioonivélja
kvandiks. Seepéarast on kalibratsioonibosoneid sama palju kui on vilja generaa-
toreid. Kvantelektrodiinaamikas on ainult 1 generaator. Tuletagem meelde, et
kalibratsioonbosoneid kirjeldavad véljad on méaratud mitteiiheselt — kalibrat-
sioonteisenduste tdpsuseni. Kuna massiga liige pole vorrandites kalibratsiooniin-
variantne, siis kirjeldavad kalibratsioonibosoneid massita osakeste véljavorrandid.
Heaks néiteks on kvantkromodiinaamika, kus on gluuonid massita, aga nendeva-
helise vastastikmoju tottu ja nn kvarkvangistuse tottu on tugevate ,,joudude” mo-
juraadius véike. Norga vastastikmoju korral on vaja aga spetsiaalselt Higgsi meh-

hanismi, et tekitada vahebosonitele massi.
1.1.2 Vailjade lagranziaanid

Selles jaotises antakse moned tids vajalike fiitisikaliste viljade lagranziaanid:
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L=—7=F"F, + Tg—%Al’Ay Vaba Proca lagranziaan, (bosoni) spinn 1
L= —%%A,g@o‘Aﬁ Vaba viilja lagranziaan
L = ity"d,) — mapnp  Vaba Diraci vilja lagranziaan, spinn 1/2
L=—JrA, = —py"pA, Diraci vilja ja EM-vilja vaheline vastasmoju
1

Lpy = —15-F*EF, — JFA, Maxwelli lagranziaan

(1.1)

kus m on (elektroni) mass, mpg bosoni mass, J* 4-voolutihedus, v* Diraci maat-
riksid, A" 4-potentsiaal ja Proca! lagranziaan kirjeldab spinniga 1 massiga osakesi

Minkowski aegruumis.
1.1.3 Diraci lagranziaani kalibratsiooniteisendused

Kiesolevas jaotises vaadeldakse U(1)-kalibratsiooniteisendusi, kus U(1) on

elektromagnetilise vastasmoju (Abeli) struktuuririhm.

Lisa joonisel (3.4) on toodud #ra kalibratsiooniteisenduste iildine kuju. Prae-

gusel juhul on siimmeetriarithmaks U(1).

Olgu antud lainefunktsioon v ja Diraci lagranziaani seosega (1.1) alternatiivne

kuju:
Lo = D(i7"D, — m)e. (1:2)
Globaalsel kalibratsiooniteisendusel teiseneb lainefunktsioon jargmiselt:

Y e ) — e (1.3)

Lihtne on kontrollida Diraci vélja lagranziaani invariantsust selle teisenduse suh-

tes. Kontrollime, kas kehtib ka lokaalne kalibratsiooniinvariantsus. Sel juhul séltub

! Alexandru Proca (1897-1955) — Rumeenia fiiiisik
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faas asukohast aegruumis. Tehes lainefunktsiooniga U(1)-teisendused (1.3), teise-

neb ka lagranziaan citeNakahara (1.2), tdpsemalt
L— L= L+ (7" )I,\. (1.4)

Avaldisest (1.4) on selge, et vaba Diraci lagranziaan ei ole lokaalselt kalib. inva-
riantne, sest tuletist vottes tekib lisaliige. Kuidas viimasest vabaneda? Nouame,
et summaarne lagranziaan oleks lokaalse kalib. teisenduse suhtes invariantne.
Selleks lisame Diraci vabale lagranziaanile liikkme, mis kirjeldab vektorvilja A,

(kalibratsioonivélja) ja Diraci vélja vahelist vastasmdju. Saame [10]:

L = ipy" 0,00 — mpp — Ppy*p A, (1.5)
A, on kalibratsioonivéli, mille lokaalne kalibratsiooniteisendus on antud kujul
A, — A, + 0, kusjuures 9, (e @Wyp) = 79, — id,\|¢ (1.6)

Niitame, et lagranziaan (1.5) on invariantne lokaalsete kalib. teisenduste suh-
tes. Selleks tuleb Diraci vabas lagranziaanis (1.2) asendada tavapirane diferent-
siaaloperaator kovariantse diferentsiaaliga V,, = 0, +14,.

Siis avaldub lagranziaan (1.2) kujul:
L =iV — mapp = ipy" (9 + 1AL )Y — miy) (1.7)

Jatame teise liikme vaatluse alt vilja, sest see probleeme ei valmista. Kasuta-
des eelpool arvutatud avaldist (1.6) uurime, kuidas teiseneb lagranziaani (1.7)
lokaalse kalib. invariantsuse aspektist problemaatiline liige kovariantse diferent-
siaali abil [6]:

Vo = (au + iAu)Q/} — [au + i(Au + auA)Keii)\(x)w)

-

g
I
Vi

= [0, — 10\ +iA, +i0,Ne D = 7A@y )
—_——
avaldisest(1.6)

(1.8)

Selgub, et kovariantse diferentsiaali abiga saime lisaliilkmest 70, A lahti, mistottu
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on ilmne, et lagranziaan (1.5) on toepoolest invariantne lokaalse kalibratsiooni-

teisenduse suhtes:
L = ipy"V 1 — ie D e Ayt ah = igpy 'V 0p = L (1.9)

[6] Tehtud trikiga saime muuta globaalselt invariantse lagranziaani ka lokaalselt
invariantseks. Seega siimmeetria jiab kehtima. Pangem aga tdhele, et kovariantse
diferentsiaaliga koos toodi sisse ka vektorvili A,, mis peab kvantviljateooria
reeglite jargi andma summaarsesse lagranziaani tdiendava 'vaba’ litkme. Viimase
saame Proca lagranziaanist avaldisest (1.1), kusjuures on selge, et A” A, litkme
tottu ei oleks see teisenduse (1.6) suhtes invariantne, kuigi lisast nr 5 on teada, et
liige F'*F),, on. Kui valida aga avaldises (1.1) m = 0, siis ebastimmeetrilist liiget
ei tekiks. Sellise matemaatilise pohjuse parast ongi kalibratsioonivéli A, massita.

Oleme saanud kalibratsiooniinvariantse langranziaani.

1.1.4 Kalibratsiooniinvariantsed lagranziaanid.

Kvantelektrodiinaamika lagranziaan

Asendades vaba vilja lagranziaani (vt seos (1.1)) vorrandis (3.102) arvuta-
tuga, st tehes asenduse %8aAﬂ8aA5 — iFaﬂF of saadakse kalibratsiooniinva-

riantne lagranziaan:

Dirac vastasmoju

-— — —~N 1
L=y —mypp —  JHA, _ZF’WFW ehk

_ _ _ 1
L = ipy*0,h — mpp — oy A, — Z—11«1”51?0‘5 (1.10)

Esimese kahe liikme kalib. invariantsuse niitasime avaldises (1.9), viimase
liikme invariantsus jireldub aga lemma (3.1) jareldusest.

Antud lagraziaani nim kvantelektrodiinaamika lagranziaaniks.[6]
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1.2 Mitte-Abeli kalibratsiooniteooriad

Juba Heisenberg leidis, et kuna tuumajoud prootoni ja neutroni, samuti kahe
prootoni ja kahe neutroni vahel on iihesugused, voib neid tuumajéudude suhtes
(elektrilised joud vélja jittes) vaadata iihe osakese nukeloni kahe erineva oleku-
na. Seda saab kirjeldada sama moodi kui elektroni olekuid spinni ruumis. Sellest
tuleneb moiste isospinni formalism. Siiani tegeleti U(1) kalibratsiooniteisen-
dusega. Aastal 1954 t6id Chen Ning Yang ja Robert Mills sisse mitte-Abeli ka-
libratsioniteisendused. Algselt olid need méeldud kirjeldama tugevat vastasmaoju.
Yang-Millsi teoorias vaadeldi lokaalseid faasiteisendusi sellises kahedimensio-
naalses isospinni ruumis, kus lokaalne teisendus segab prooton- ja neutronolekuid.
Paulile ei meeldinud aga see, et Yang-Millsi vilja kvant pidi kalibratsiooniinva-
riantsuse séilitamiseks olema massita. Viimane fakt saigi médravaks. 1960nda-
tel, kui viljakvandile omistati siimmeetriarikkumise teel mass, sai Yang-Millsi
teooriale osaks méarkimisvadrne edu. Parast seda on Yang-Millsi teooria osutund
flitisikaliselt korrektseks teooriaks, formuleerides edukalt kvantkromodiinaamika
(stuktuuririthm SU(3)) pohitded ja iithendades elektrondrga vastasmoju (struk-
tuuririthm U(1)xSU(2)). Ténapéaeval on Yang-Millsi teooria elementaarosakeste
fiitisika alustalaks.

Kéesolevas peatiikis késitleme Yang-Millsi kalibratsioonivilja A, mis omandab
védrtusi Lie algebrast su(n). Viimase antihermiitilised moodustajad {7, } rahul-

dagu jargmisi kommutatsiooniseoseid [6]:
[TOUTB] - faﬁ’yT"/a (111>

kus arvud fa[; on G struktuurikonstandid. Lie rithma G elemendi U saab iihiku
timbruses avaldada: U = exp(—6*T,). Oletame, et U € G toime majul teiseneb

Diraci vili o — U1, 1) — U'. Vaatleme lagranziaani [6]

L =Plin" (9, + gAu) —mlip, (1.12)

Vs

kus g on vastasmoju koefitsent, mis iseloomustab kalibratsioonivélja ja Diraci

vélja vastasmoju tugevust. 4, omandab véértusi rithma G Lie algebrast. Kehtib
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seos A, = A *T,,. Niitame, et £ on invariantne jérgmise teisenduse suhtes [10]:

v = Uy, — @ =JU, A, — N, =UAU + g7 U9, U

Lx = U0, Uy + iUy g(UAUT + g U0, UMb + mapnp =
= ipU" 0,0 + WU UO + iU g AU + iy U U8, U =
= L + ipy" 00, U + ipy"po, U = L O

Viimases kasutasime fakti, et kui % € R, siis 9,U = —9,U". Defineerime Lie
algebra vddrtustega Yang-Millsi véljatensori F,, = d,A, — 0, A, + g[A,, A,].[10]
Vaérrelge valemiga (3.34). On ilmne, et tegelikult rakendatakse viimases valemis
seost (3.34). Osutub, et mitte-Abeli kalibratsioonteisenduste eripira on selles, et
seosekonstandi olemasolu tottu (vt eelnevat vorrandit) on
Yang-Millsi kalibratsiooniviljad alati ka omavahel seotud.

[10] Tanapéeva kalibratsioonteooriad saab esitada kaasaegse diferentsiaalgeo-
meetria formalismis. Et Yang-Millsi véljavorrandeid geomeetriliselt tolgendada,
tehakse jargmises peatiiki koost6os lisaga 3 véike sissejuhatus kihtkondade teoorias-

Se.
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2 KIHTKONNAD. SEOSTUSE MOISTE

2.1 Kihtkondade niited

Kihtkondade temaatikast liihiiilevaate saamiseks vaadake lisa nr 3. Jargnevalt

lisatakse antud teooriale illustratsioone ja niited.

N1k
e

T (p2)

W omu) M

P2 p P+
U, U,

Joonis 2.1: Kihtkonna struktuur ja nendevahelised seosed [10]. Punaste noolte-
ga on joonisel kujutatud lokaalne trivialisatsioon ¢y : Uy x F — 7~ 1(U,), mis
on joonisel kujutatud pealekujutusena vasakpoolsele mustade joontega eraldatud
ristkiilikule..
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Eelneva joonise kohta olgu ka mainitud, et lokaalset trivialisatsiooni ¢; pole
joonisele mérgitud, kuid see on kindlasti olemas. Téhiste tdhendusi vaadata lisast
nr 10.

Niide 2.1.1 Mabiuse leht Olgu £ = S! kihtkond kihiruumiga F' = (—1,1).
Olgu U, U Uy baasmuutkonna S! lahtine kate. Samastame reaalarvud ringjoone

S1 elementidega, seades igale reaalarvule x vastavusse tema polaarnurga .
U, = (0,27) Uy = (—m,m).

On selge, et U ei kata tervet ringjoont, sest O-punkt on katmata, selle katab Us.
Olgu tihisosa (vt jargnevat joonist) Uy N Uy = AU B, kus

A=(0,m) B = (m,2m).
Olgu ¢, ja ¢ sellised, et
o) =(0.t) = ¢ (u) =(0,1),

kus @ € Ajat € F.Kuif € A, siis iileminekufunktsioon ¢15(#) on samasuskujutus
t12(0) : t + t. Uhisosal B vaatleme kahte voimalust:

(1) @1 (u) = (0,1), ¢3 " (u) = (0,1)
(it) 1" (u) = (6.1), &3 (u) = (0, 1)

Esimese abil kaetakse ringjoon jéargmiselt: ¢;' abil kaetakse (m,27) ja ¢5 " abil
(—m,0). Kleepides lokaalsed kihtkonnad loomulikul viisil kokku, saadakse silin-
der (vt joon. (2.3)).

Teisel juhul kaetakse ¢ ' abil ikka (m,27) = B, kuid niitid pohjustab parameetri
t margimuutus selle, et niitid vastavad trivialisatsioonid kokku kleepides saadakse
Msébiuse leht (vt joon. 2.3)). 1. Teame, et kihtidevahelised teisendused moodus-
tavad riithma. Kuna silindri puhul on kihtidevaheline teisendus samasusteisendus,
siis G = {e}. Mdbiuse lehe korral aga G = {e, g}, kus g : t — —t. Kuna ¢®> = ¢ ,
siis G = Zs. See on opetlik néide, et iga kihtkonna struktuuririthm ei pea olema
Lie rithm 2 [10].

INiitid ongi selge, et suuna muutust voib ette kujutada pinna normaali suuna muutusega,
mis on teatavasti Mobiuse eripira (normaali suund on perioodiline perioodiga 47.)
2Nouame, et rithma médde oleks vihemalt 1
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Jareldus 2.1.1 Silinder on triviaalne kihtkond S* x F, kuid M&biuse leht mitte.
t.'.-.“': :!—— _}_ _-_H.:H ﬁ""-.

1 \
l’ projekisioon kihad

Joonis 2.2: Mobiuse leht. Parameetri mérgimuutust voib vaadelda kui kihi ele-
mendi 1 asukohamuutust tilemiselt servalt alumisele servale..

Joonis 2.3: (a) - Silinder - triviaalne kihtkond S x I; (b) Mdbiuse leht. .

2.2 Peakihtkonnad

Peakihtkonna kiht [’ on identne struktuuririihmaga G.Téapsemalt - F, =
7~1(p) ja G on difeomorfsed. Peakihtkonda tihistatakse P = M véi P(M,G).
Uleminekufunktsioonid toimivad kihil vasakult, kuid v6ib defineerida ka parem-
poolse toime.

Olgu ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) lokaalne trivialisatsioon, mis on defineeritud ¢—!(u) =
(p, g;) kus uw € 7 1(U;), p = 7(u). Defineerime Lie rithma G toime hulgal 7=*(U;)
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jargmiselt: ¢; '(ua) = (p, g;a) (vt joonis ??) iga a € G ja u € 7 1(U;) jaoks. Ku-
na p.p. toime kommuteerub v.p. toimega, siis see def on soltumatu lokaalsetest
trivialisatsioonidest. Néitame selle:

Kui p € U; NU;, siis ua = ¢;(p, g;ja) = ¢;(p,tji(p)gia) = ¢i(p, gia) Kuna kiht on
Lie rithma struktuuriga ja sellel toimivad iileminekufunktsioonid ¢;;, siis iihisosal

ei ole vahet, millist lokaalset trivialisatsiooni kasutada [10].

Jareldus 2.2.1 Riithma G p.p. toime on defineeritud lokaalsetest trivialisatsioo-

nidest soltumatult. Seda tahistatakse P x G — P voi (u, a) — ua.

U;
b g2
v G
b gi
i /
p
//
ua ¢
ue
m
p U;

Joonis 2.4: Lie rithma G p.p. moju peakihtkonnale.
¢i(p, gia) = ¢i(p, gi)a = ua = u = ¢i(p,g;) = a=e€ G [10].

Olgu antud 16ige s1(p) iile U;. Defineerime kindlat tiitipi lokaalse trivialisat-
siooni, tipsemalt 16ike s;, jirgmiselt. Kuna s;(p) € 771(U;) C P ja koik peakiht-
konna elemendid saab avaldada kujul ua, a € G, siis iga u € 7! (p), p € U; jaoks

leidub iihene element g, € G, et

u = 8(P)Gu- (2.1)

Niiiid avaldub lokaalne trivialisatsioon ¢;: ¢; ' (u) = (p, gu)-

Definitsioon 2.2.1 Kanooniliseks lokaalseks trivialisatsiooniks (kanoo-
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niliseks 16ikeks) nim kujutust s;, mis on defineeritud jargmiselt:

si(p) = ¢i(p,e) si: Uy — 7 1) (2.2)

Def pohjal ¢;(p, g) = ¢i(p, e)g = si(p)g. Kui p € U; NUj, siis  [10]

si(p) = ¢i(p,e) = ¢;i(p:tji(p)e) = ¢;(p,t;i(p)) = &;(p, €)t;i(p) = s;(p)ti(p)

si(p) = sj(p)t;i(p) (2.3)

2.3 Seostus kui kovariantne diferentsiaal

Terminoloogiast: Pangem téhele, et vektorviljaks nimetatakse muutkonna
puutujakihtkonna 16iget, seega on vektorvili vektorkihtkonna l6ike erijuht 3. Ol-
gu jargnevas madratud vektorviljad v ja w. Vaatleme vektorvilju iille muutkonna
(iga kihtkond on muutkond). Uldjuhul on v vektorkihtkonna 1dige ja w vili baas-
muutkonnal. Uurime vektorvélja v muutust litkumisel méoda vélja w. Téahistuse
mugavuse huvides ei mérgita edaspidises vektorit punktis p kui v, vaid tédhistame
ka vektori meelevaldses punktis v. Defineerime seostuse moiste ldbi lokaalsete
koordinaatide (koordinaatkaartide). Selleks nouame, et vektori v komponendid

liikumisel mooda modda vektorvélja w el muutu [11]:

w! (0;0%) =0 (2.4)

Viimane on suunatuletise valem ruumis R". Pangem téhele, et praegusel juhul
puudub eelistatud lokaalne kaart, siis ménes muus lokaalses koordinaatkaardis z*

votab viimane avaldis parast moningaid teisendusi kuju

@ (D0 + Ap) = 0, (2.5)

3 Justnimelt vektorkihtkonna 16iked on need, mille seostus vektorkihtkonnal toimib.
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kus © on vektor, A; on maatriks elementidega fl}’; (viimaseid nimetatakse Chris-
toffeli 2. liiki siimboliteks. Need osutuvad {ihtlasi ka seostuse komponen-
tideks). Vektori v suuna konstantsust liikumisel vektorvélja w saab vaadelda
paralleeltranspordina. Viimase idee saab globaalselt kokku votta, valides lokaalse
koordinaatsiisteemi ja seejirel noudes tingimuse (2.4) tdidetust. Kui defineerida
vektorvilja v suunamuutus vektorvilja w suunal seostuse kovariantse dife-

rentsiaalina
Dy,v = w' (9w + Aw), (2.6)

siis on selge, et tingimus (2.4) tdhendab seda, et vektorvéli v viilja w suunas ei

muutu [11].

2.4 Vektorkihtkonnad

Vektorkihtkond on kihtkond, mille kihiruumiks on vektorruum. Piltlikult voib
seda ette kujutada, sidudes iga (baas)muutkonna punktiga p vektorruumi V,
(punktile p vastav kiht). Nii defineerides saab vilja igas muutkonna punktis p
esitada vektori m € V), kaudu. Kui nouda, et vektorruumi V,, moode oleks igas
muutkonna punktis sama, saamegi vektorkihtkonna (téhistame F-ga). Uldiselt
defineeritakse kovariantne diferentsiaal kui funktsioon, mis avaldub igas lokaalses
kaardis kujul (2.6). Kui defineerida puutujakihtkond kéikide muutkonna punkti-
de puutujaruumide hulgana, siis on selge, et vektorkihtkond on puutujakihtkonna
iildistuseks, kui loobuda noudest, et vektor peab olema puutujavektor. Eelnevas
jaotises defineerisime peakihtkonnal 16ike kui lokaalse trivialisatsiooni, mis seab
igale baasmuutkonna elemendile p vastavusse elemendi peakihtkonnal. Kuna aga
iga kihi elemendi sai avaldada 16ike ja g € G korrutisena, siis voib vaadelda
Lie riihma G toimet 16ikel. Toime tulemusel saadakse erinevaid kihi elemente.
Kuna praeguses jaotises on kihiks vektorruum, siis voib 16iget vektorkihtkonnal
késitleda kui kujutust, mis paneb igale baasmuutkonna punktile p vastavusse vek-
tori kihil V,, [11].

Naiide 2.4.1 Temperatuurivéli kohvitassi pinnal on néide 16ikest vektorkihtkon-
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nal. Igale kohvitassi pinna punktile p pannakse vastavusse reaalarv (temperatuu-

rindit) (R on vektorruum iile iseenda).

Kuna niiiid véib kihi elemente vaadelda vektoritena s (kujutuse s méjumisel
saadakse vektor), siis saame eespool toodud kovariantse diferentsiaali definitsioon-

valemiga (3.7.6) vektori v 16ikega s asendades
Dys = w’(9;s + A;s) (2.7)

. Viimases on A; seostuse maatriks. Niiiid on ka selge, et erijuhul, kui mingis
lokaalses kaardis A; = 0, siis esitub diferentsiaali nulliga vordumise néue kujul
(2.4), kuid alati seda nouda ei saa. Vorrand (2.4) oli antud lihtsalt motivatsioo-

nina kovariantse diferentsiaali maistele [11].
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3 YANG-MILLSI TEOORIA. SELLE SEOS
KAASAEGSE DIFERENTSIAALGEOMEETRIAGA

3.1 Miks on Yang-Millsi teooriad olnud nii edukad?

20. sajand toi diinaamika uurimisse uued suunad. Selle asemel, et uurida,
kuidas joud otseselt osakesi mojutavad, hakati uurima siisteemide siimmeetriaid.
1954. aastal to6id Chen Ning Yang ja Robert Mills Maxwelli teooriast inspiree-
rituna sisse uued teatavat tiilipi kalibratsiooniinvariantsed véljateooriad. Yang-
Millsi teooriate pohieelis seisneb selles, et neid osatakse kvantiseerida. Yang-Millsi
teooriate kvantiseeritud mudelid — kvantelektrodiinaamika, Salami ja Weinber-
gi elektronorga vastasmoju teooria, elementaarosakestefiiiisika standardmudel ja
tihenduste teooriad (ing k grand unified theories) — ongi saanud 20. sajandi teise
poole osakestefiitisika alustalaks. Kuigi Yang-Millsi teooriate ajalugu on pikk ja
kadnuline, joudsid matemaatikud ja fiilisikud 1970ndatel oma erimeelsustes kok-

kuleppele ning sealt alates on saatnud Yang-Millsi teooriaid méarkimisvédérne edu
[11].

Yang-Millsi vorrandeid voib vaadelda kui automaati (masinat), mis votab
sisendiks teatava siimmeetriakitsenduse, tdpsemalt — invariantsuse mingi meele-
valdse kalibratsioonisiimmeetria suhtes — ja annab véaljundiks seda stimmeetria-
kitsendust rahuldava klassikalise véljateooria, mille tdhtsaks omaduseks on renor-
meeritavus. Viimane loob viljaka pinnase kvantiseerimisprotseduurideks [11]. Ol-
gu siinkohal mérgitud, et Gerardus 't Hooft ja Martinus Weltman, kes Yang-Millsi

teooria renormeeritavuse voimalikkuse toestasid, said selle eest Nobeli preemia.
Kaasaegses fiiiisikas on pohiprobleemiks gravitatsioonilist vastasmoju kirjel-

dava mudeli (iildrelatiivsusteooria) kvantiseerimine. Kuigi iildrelatiivsusteoorias

kehtib teatav kalibratsioonisiimmeetria, ei osata praegusel ajal iildrelatiivsusteooriat
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Yang-Millsi teooriaga seostada [11].

3.2 Kalibratsiooniteooriate liigitus siimmeetriariihma jargi

On teada, et kalibratsiooniteooriate iildine idee on leida viljateooriaid, mis

oleks invariantsed kalibratsiooniteisenduste suhtes. Mainime, et kdesolevas jaoti-
ses on kihtkonnaks peavektorkihtkond P .

Kalibratsiooniteooriate liigitus struktuuririthma jargi:

Abeli kalibratsiooniteooriad
Mitte-Abeli kalibratsiooniteooriad :
*nork vastasmoju
xelektronork vastasmoju
xtugev vastasmoju (kvantkromodiinaamika)

xelementaarosakeste standardmudel

kommutatiivne U(1)

SU(2) ;
U(1) x SU(2)

SU(3)

U(1) x SU(2) x SU(3)

Jargnevalt esitame lithidalt kalibratsiooniteooria olemuse ja struktuurid, mida

teoorias kasutatakse:

(i) Koigepealt méératletakse baasmuutkond M| iile mille teooriat vaadeldakse.

Yang-Millsi teooria korral viimaseks ,, vadndunud”Minkowski ruum, elekt-

romagnetilise vastasmoju korral erijuhuna ,, viindumata” Minkowski ruum.

Teine vajalik struktuur on peavektorkihtkond P. Selle iiheks struktuuriks

on Lie rithm, mille kirjeldus on antud allpool.

Soltuvalt teooria tiiiibist (kvantelektrodiinaamika, kvantkromodiinaamika,

elektromagnetiline, elektronérk vastasmoju teooria) médratletakse vastav

kalibratsionirithm ehk siimmeetriarithm (Lie rithm). Valitakse konk-
reetne rithma G esitus V. Esitus V' méérab kihid V, (p € M), kuna on

defineeritud Lie rithma toime kihielementidele. Eelnevast on teada, et 1oige

on lokaalne trivialisatsioon (tulemuseks peakihtkonna element), mille saab
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esitada Lie rithma vastava elemendi g(p) parempoolse toime kaudu. Funkt-
siooni g(p) nimetatakse kalibratsiooniteisenduseks voi kalibratsioo-
nisiimmeetriaks. Yang-Millsi teooria kui klassikaline véljateooria on selle

teisenduse suhtes invariantne [11].

(iv) Madratletakse fundamentaalne fiiiisikaline vili. Yang-Millsi teooria korral
on selleks seostus D,,, elektromagnetilise vastasmoju teooria korral vektor-
potentsiaal A,. Teooria vorrandid taandatakse seostuse komponentide D,

(vt valemile (2.4) jargnevalt tahistuste selgitust) leidmisele [11].
3.2.1 U(1) kalibratsiooniteooria

Yang-Millsi teooria esimene nédide on elektromagnetilise vastasmoju teooria
(Maxwelli teooria), kuigi Maxwell ise ei teadnud, et tema teooria rahuldab tea-

tavat tiilipi kalibratsiooniinvariantsust.

(i) Elektromagnetilise vastasmoju korral on baasmuutkonnaks M erijuhuna ta-

vaparane Minkowski ruum.
(i) Stimmeetriarithm U(1), thikkompleksarvud.

(i) U(1) méératletud kihid V,, = C (1-mootmeline vektorruum). Loikeks s(p)

on kompleksarvuliste vaartustega funktsioonid {ile Minkowski ruumi.

(iv) Fiiisikaliseks véljaks on vektorpotentsiaal A,. Vorrandid seostuse kompo-
nentide D,, leidmiseks osutuvad Maxwelli vorranditeks. Seostuse kompo-
nendid (maatriksid) osutuvad kompleksarvudeks ja koveruse komponendid

osutuvad Faraday tensoriks [11].
3.2.2 Yang-Millsi kalibratsiooniteooria

Yang-Millsi teooria korral on on struktuur veidi keerulisem.

(i) Baasmuutkond M on ,vddndunud”Minkowski ruum (st Minkowski ruum

on varustatud mittetriviaalse seostusega)

(ii) Soltuvalt teooria tiitibist (kvantelektrodiinaamika, kvantkromodiinaamika,

elektromagnetiline, elektrondrk vastasmdju teooria) méératletakse vastav
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mittekommutatiivne kalibratsionirithm ehk siimmeetriariihm (Lie

rithm).

(iii) Kihid V, (p € M) on vektorruumid, milledel on médratud kalibratsioo-

nirithma toime. Vektorruumi moode soltub kalibratsioonirithma valikust.

(iv) Fiiisikaliseks véljaks on seostus D,,. Vorrandid seostuse komponentide D,

leidmiseks on samavéirsed Yang-Millsi viljavorranditegalll].

3.3 Yang-Millsi viljavorrandid

dpF =0 (3.1)
sdp« F = J (3.2)

3.4 Yang-Millsi vorrandite geomeetrilise tausta eelt66
3.4.1 Muutkond

Muutkond on ruum, milles fiiiisikalised objektid , elavad”, seepérast méarab
see paljuski teooria omadused [11]. Yang-Millsi korral on tegu ,,viindunud” Minkowski

muutkonnaga.
3.4.2 Seostus D

Seostuse (erijuhul vektorpotentsiaal) fiiiisikaline téhtsus seisneb selles, et ta
lisab Minkowski ruumile vadnde. Matemaatiliselt néitab seostus seda, mis reegli-
te jargi muutkonnal objektide liigutamine toimub.. Kuigi see esineb vorrandites
vaid alaindeksina, méaérab see tegelikult koik teised vorrandis esinevad suurused,
v.a. voolu J. Kui aga vool on antud, siis on Yang-Millsi vorrandite sisuks lihtsalt

panna seostusele D tédiendavaid lisakitsendusi.
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Seostuse fiiiisikaline sisu

Fiiiisikaliselt on seostus teooria fiitisikaline véli. Maxwelli vorrandite korral on
seostuseks lihtsalt elektromagnetiline potentsiaal A,,. Fiiiisikud ja matemaatikud
moistavad seostust erinevalt. Fiilisikud ei moista, miks etendab nende uuritav
fiilisikaline véli tahtsat rolli paralleeltranspordis ja matemaatikud ei tea, miks
objekt, mida nemad kasutavad paralleeltranspordiks, omab tdhtsust fiitisikalise

véljana [11].
3.4.3 Seostuse koverus F'.

Fiiiisikaliselt on koverus koige tdhtsam komponent, mootes ,,vadndunud”ja
vadndumata Minkowski ruumi geomeetria erinevust. Geomeetria muutus aval-
dub osakese liikumistrajektoori muutuses. Selleks, et teada, kuidas kdverus osa-
kesi otseselt mojutab, peab aga teada olema Lorentzi jou avaldise konkreet-
ne {ildistus ehk koveruse konkreetne kuju. Olgu 6eldud, et Yang-Millsi teooria
koverus F lihtsustub Maxelli teoorias elektromagnetvilja tensoriks (Faraday ten-
soriks), pohjenduse sellele anname jargmises 16igus. Yang-Millsi teooria iildistab
ilma koveruseta Minkowski aegruumi [11].

Olgu w ja v vektorviljad ja s meelevaldne 16ige. Defineerime kdveruse
F(v,w)s == DyDys — DyDys — Dy (3.3)

Leiame selle kuju lokaalses kaardis F'(v, w) = viw® Fj;. Viimases on Fj, kdveruse
komponendid Fj, = F(0;, 0;). Kuna vektorvéli on kommutaatori suhtes kinnine,
siis I, on kihi suhtes kinnine.

Teame, et Schwarzi teoreemi pohjal
0,06 = 0 (3.4)

Rakendades seost (2.7) (A; on seostuse maatriksid), saadakse 16ike meelevaldsust

arvestades

Fjp = 0;Ai — OpAj + [Aj, Ay (3.5)
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Paneme téhele, et elektromagnetismi korral on seostuse maatriksid A; komp-
leksarvud ( kommuteeruvad), seetottu saadakse U(1) korral Faraday tensor:
Fji, = 0; A, — 0xA;. On huvitav téhelepanek, et kui Yang iiritas saada mitte-Abeli
kalibratsiooniteooriat Maxwelli teooria iildistusena, arvas ta esimesed aastad, et
viimane avaldis on seostuse komponentide leidmiseks téielik. Faraday tensori ka-
sutamise ebaedu pohjustas kommutaatoriga liikme lisamise moned aastad hiljem
[11].

Faraday tensori kalibratsiooniinvariantsus

Selles alajaotises vaatleme Yang-Millsi teooria erijuhtu —
Maxwelli U(1) kalibratsiooniteooriat. Jaotise geomeetriline taust seisneb eelne-
valt niidatud tosiasjal, et U(1)-juhul osutuvad seostuse koveruse komponendid

Faraday tensoriks.

Lemma 3.1 Faraday tensor F*” on invariantne jargmise kalibratsiooniteisen-
duse suhtes: A — A% 4+ 0%\, kus A® on algne potentsiaal ja A% + 0\ = A¥
uus potentsiaal [8]. Suurust A on suvaline sile funktsioon. Seda voib tolgendada

vektorkihtkonna lokaalsete trivialisatsioonide vahelise iileminekukujutusena.

Tdestus: jareldub otseselt seosest (3.4) O
On lihtne veenduda, et ka F,5F*? on invariantne selle teisenduse suhtes.
Lemma (3.1) fiiiisikaline sisu:
Kaks erinevat vektorvilja (A*), mis on omavahel seotud kalibratsiooniteisendu-
sega, esitavad fiiiisikaliselt sama elektromagnetvilja (esindajaks F*). Teisendus
AY — AY+ 0%\ fiiiisikalist moju ei oma - seda ei saa moota. Moddetav vili ongi
Frv [8].
Lemma 3.2 Iga 4-potentsiaali korral A, saab leida kalibratsioonifunktsiooni A

nii, et teisendatud A# rahuldab Lorenzi kalibratsiooni tingimust: 9, A# =0 [8].

3.4.4 Kovariantne vilisdiferentsiaal d, kihtkondadel

Operaator dp néitab, kui kiiresti muutub suurus, millest tuletist voetakse, eri-
nevates suundades muutkonnal. Seetottu viidab Yang-Millsi 1. vorrand (vt aval-
dist (3.1)) dpF' = 0, et teatud mottes koverus muutkonnal litkudes ei muutu. Seda

voiks tolgendada nii, et igas muutkonna osas on geomeetria erinevus Minkowski
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ruumi geomeetriast teatud mottes ithesugune. See vorrand ei véida, et Faraday
tensor F' ei voiks muutuda, vaid seda, et Faraday tensor e: muutu kisitletava seos-
tuse suhtes (osutub, et elektromagnetilise vastasmdju korral ei ole seostuse roll
siinkohal t#htis, sest dp osutub vilisdiferentsiaaliks d). Méératleme kihtkonna
F: olgu selleks p-vormide kovektorkihtkond €2? M, kus kihtideks on kovektorruu-
mid AP(T;M). Eelnevas on defineeritud kovariantne diferentsiaal vektorkihtkon-
nal F ja diferentsiaalvormide lisast saab meelde tuletada, kuidas kéib diferent-
siaalvormide viélisdiferentseerimine. Selles jaotises defineerime vélis-kovariantse

diferentsiaali, mis on eelpool nimetatud operaatorite tildistuseks [11].

E-vaartustega p-vormid

Tootame vilja vektorkihtkondade kombineerimise meetodi. Olgu E ja F' vek-
torkihtkonnad vastavate kihtidega V}, ja W), kus p € M on meelevaldne baasmuut-
konna punkt. On selge, et vektorkihtkondade kombineerimiseks on vaja kombi-
neerida kihid V,, ja W,. Moodustame uue kihtkonna £ & F', milles on kihiks
tensorkorrutis V,, ® W),

Definitsioon 3.4.1 FE-viartustega p-vormiks nimetatakse kihtkonna F & QP M
loiget.
Selgitame antud definitsiooni tausta, selleks leiame 16ike kuju lokaalses kaar-

torviljade tensorkorrutisele, et anda tulemuseks skalaarvéli, on ka siit on selgelt
naha, et F-vaidrtustega p-vorm annab loomulikul moel vektorvéljade tensorkor-

rutisele mdjudes kihtkonna E 16ike [11].

Vektorkihtkond End(F). Seostuse koverus kui E-viirtustega 2-vorm

Eelnevalt oli antud koveruse avaldis seostuse D kaudu. Niiiid defineerime
uue endomorfism-vektorkihtkonna — End(FE). Nimetuse pohjus seisneb selles,
et selle vektorkihtkonna kihtideks on endomorfismid v(p) : V,, — V,. Defineerime

koveruse 2-vormi F' = Fj,®da? Adz”. Niitame, et viimane on End(E)-viirtustega
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2-vorm. Olgu v = v79; ja w = w*d. Arvutame:

. Fo(viwk — vk
(Fjr @ da? A da®) (v @ w) = J(va viw)

(3.6)

Eespool oli antud F kuju lokaalses kaardis F' = v/w* Fj;. Kuna aga Fj; on tegeli-
kult kommutaator (seega antisiimmeetriline), seega Fj, = —Fj; ja avaldise (3.6)

p.p. vordub samuti suurusega Fjrviw". l

Defineerime niiiid operaatori dp. Selleks tdhistame E-vadrtustega p-vormi
w=s;®dz’, (3.7)

kus dz” tihistab korrutist dz/* A da’?...dz? ja s, on vastavad 16iked.

Definitsioon 3.4.2 FE-vairtustega p-vormi w kovariantseks vilisdiferentsiaaliks

nimetatakse avaldist
dpw = Dysy @ da* A da”, (3.8)

kus kasutasime Dy, = Dj, . Pangem téhele, et tegu on tavapérase vélisdiferentsiaali
arvutamise valemi loomuliku iildistusega. Operaatori kuju avaldub dp = Dy ®
da"A [11].

Seostus endomorfismkihtkonnal End(E)

Tuletagem meelde, et Yang-Millsi vorrandite fundamentaalvéli on seostus D
iile peavektorkihtkonna E. Kuna operaator dp on defineeritud avaldisega 3.8), siis
oleks loomulik oletada, et F' on E-vadrtustega 2-vorm. Eespool on aga naidatud,
et Fon End(E)-vaartustega 2-vorm. Niitid oleks Yang-Millsi 1. vorrandi tolgenda-
miseks vaja iildistada kovariantse diferentsiaali méiste kihtkonnale End(FE). Defi-
neerides kovariantse diferentsiaali kihtkonnal End(E) kujul (D,T')(s) = D,(T's)—
T(D,s) [11], saab niidata, et vorrand

D;T = d,T + [A;,T] (3.9)
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mdadrab seostuse kihtkonnal End(E) korrektselt. Kokkuvotvalt on meil niiiid defi-
neeritud seostuse D moju peavektorkihtkonna loigetele. Selle abiga on defineeri-
tud:

(i) End(E)-vaartustega koveruse 2-vorm F

(ii) Seostus D kihtkonnal End(E)

Punktis (ii) antud seostuse abil on defineeritud ka kovariantne vélisdiferen-
tsiaal dp [11].

3.5 Yang-Millsi 1. vorrandi geomeetriline sisu

1. vorrand avaldub:

dpF =0 (3.10)

Rakendades kovariantset vélisdiferentsiaali dp End(F)-vadrtustega koveruse 2-
vormile F, saadakse End(FE)-védrtustega 3-vorm, mis loetakse nulliks. Kasutade
Jacobi samasust, saab otsese arvutuse teel saab niidata, et Yang-Millsi 1. vorrand
kujutab tegelikult Bianchi samasust [11]. Yang-Millsi 1. vorrand on iildistus
Maxwelli vérranditele divB = 0 ja rotls + 0,8 = 0 nagu demonstreeritud ka lisas

nr 4.
3.6 Yang-Millsi 2. vorrandi geomeetriline sisu
3.6.1 Hodge’i tdheoperaator ja duaalne vooluvektor J
Jargnevalt iildistatakse lisas nr 4 antud taheoperaator * E-vairtustega p-

vormidele. Kui viimane on defineeritud avaldisega (3.7), siis defineerime Hodge’i

operaatori moju jargmiselt:
*w = wy ® *(dz’) (3.11)
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Yang-Millsi teooria iildistab Maxwelli teooriast tundub voolutiheduse 4-vektori
duaalseks vektoriks .J, mis osutub End(FE)-vddrtustega 1-vormiks. Seetottu J =
Ji, ® dz”. Minkowski ruumis voib suurust J, vaadelda iildistatud laenguna,

Ji-d aga iildistatud vooluna suunas z* [11].

Yang-Millsi 2. vorrand avaldub

xdp* F=J (3.12)

. Tuletades meelde seose (3.8), st *dp = D; ® *dz’A ja arvestades, et F' =

Fir, ® dz? A dz¥, anname viimasele valemile lokaalse kuju:
DiFj, @ #(da’ A x(da? A da®)) = J, (3.13)

kus on varasemast teada, et D;Fj, = 0;Fj + [A;, Fji]. Viimased kaks avaldist
ongi Yang-Millsi 2. vorrandi lokaalne kuju vektorpotentsiaali A; kaudu.

Jareldus 3.6.1 On selge, et Yang-Millsi vorrandid on 2. jarku harilikud (iildjuhul
mittelineaarsed) diferentsiaalvorrandid vektorpotentsiaali jaoks. Kui stimmeetria-
rithmaks on Abeli rithm, siis on selge, et kompleksarvude kommutatiivsuse tottu
kommutaatoreid arvestada ei tule ja tulemuseks on vektorpotentsiaali suhtes li-

neaarsed diferentsiaalvorrandid [11].

3.7 Alternatiivne lidhenemine Yang-Millsi teooriale. Arvutused dife-
rentsiaalvormide esituses

3.7.1 Vertikaalvektorvili peakihtkonnal

Olgu P(M,G), 7 : P — M,p = 7(u) peakihtkond. Olgu sellel defineeritud

Lie rithma parempoolne toime

R,:(u,9) > Rju=u-ge P, PxG—P
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Fikseerime peakihtkonnal meelevaldselt punktiu € P !. Tihistagu G, kihti punk-
tis u. G’ parempoolne toime R, tekitab kujutuse &, : G — P, mis on defineeritud
£u(g9) = Ryu. Viimase diferentsiaal on kujutus (&,). : TG — T, P, sest &,(e) = u.
Valime Lie algebra elemendi A € g. Vaatleme jérgmist parempoolset toimet [10]:

9(t)
—

R oxp(ta) v = Eu(exp(tA)) = uexp(tA).

Viimases on t parameeter, mis muutub vahemikus — < ¢t < §. Peakihtkonnal P
saadakse joon (1-parameetriline alamrithm) 1&bi punkti u, sest &,(g(0)) = &u(e) =
u. Kuna 7(u) = m(uexp(tA)) = p, siis vaadeldav joon asub kihil G,. Eelnevast

teame, et T,G voime samastada Lie algebraga g. Seega (£,)« : g — T, P. Kuna

=€

A~
£.(9(0)) = u, siis

(€0)-(4) = S6u(9(0) (3.14)

t=0
Kuna punkt u oli valitud meelevaldselt, siis on G, igas punktis v méératud
puutujavektor (£,).(A), tdpsemalt kihi puutujavektor [10].

Jareldus 3.7.1 Peakihtkonna igas punktis u on médratud vertikaalpuutujavek-

tor A#. Seega on P-1 miiratud vektorvili A% nii, et
A*(u) = (€.).(A), Acg (3.15)

Definitsioon 3.7.1 Vektorvilja A# nim. Lie algebra elemendi A poolt indut-

seeritud vertikaalvektorviljaks.
Definitsioon 3.7.2 Koik kihi G, puutujavektorid punktis © moodustavad T, P

alamruumi, mida téhistatakse V, P ja nim vertikaal-puutujavektorite alam-

ruumiks punktis u.

Saab niidata, et vektorruum V;, P on isomorfne g-ga [10] 2. Toepoolest, V,, P =
Im(&,)« (pealekujutus). &, on médratud G p.p. toimega. Viimane on vaba, st kui

Ry(u) = u = g = e. Seega (,). on ka injektiivne. Seega V,, P = g.

'kuna m(u) = p, siis tihendab see iihtlasi ka kihtkonna kihi G,, fikseerimist
Zyektorruumide g ja V,, P isomorfism on antud kujutusega (&,)« : A — A¥
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3.7.2 Seostus kihtkonnal. Moisted.

Definitsioon 3.7.3 Oeldakse, et peakihtkonnal P on antud horisontaalne jao-
tis, kui igas punktis v € P on antud puutujaruumi alamruum H,P C T, P nii,
et

T,Pp=V,P®H,P (3.16)

Olgu y € VP, z € H,P. Otsesumma def 3 tottu
VuPNH,P={0} +>2=y+ 2z €T,P esitus on ithene (3.17)

Definitsioon 3.7.4 Seostuseks peakihtkonnal P nim. horisontaalset jaotust

(v — H,P), mis rahuldab jérgmisi tingimusi:
(i) m(HuP) = TryM
(i) (Ry)«H,P = H,,P

Tingimus (ii) néitab, et ruumid H,P ja H,,P on seotud parempoolse toime
tekitatud lineaarkujutusega Rg.. Jarelduvalt tekitab H, PP koik samal kihil olevad
horisontaalsed alamruumid [10]. Kuna igas kihi punktis on antud horisontaalne
jaotus, siis voib seostust vaadata kui kindlat paralleeltranspordimeetodi. Piltlikult
ooeldes saab puutujavektorit libistada méoda kihti, hoides selle suuna muutuma-
tuna [11].

30tsesumma kohta vt [12]lk 131
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Joonis 3.1: Alamruumid H,,P, g € G, saadakse H, P p.p. toime tulemusel [10]..
3.7.3 Seostuse 1-vorm

Olgu A% meelevaldne vertikaalvektorvili.
Definitsioon 3.7.5 Seostuse 1-vormiks nim Lie algebra g véértustega vormi
w, mis seab iga peakihtkonna punkti puutujavektorile lineaarselt vastavusse Lie
algebra elemendi ja iihtlasi projekteerib T, P vertikaalsele komponendile V,, P ~ g.
Lisaks peavad olema tédidetud jargmised tingimused:
(i) w(4f) =4, , Au€g.
(i) Riw = Adgw  kus Riw(A¥) = w((Ry).A¥) on pullback-kujutus

Kuna (Ry). : T,P — T,,P, siis on ilmne, et eeskirja (ii) abil saab vormi
teisendada uude punkti. Saab néidata, et definitsioonid (3.7.4) ja (3.7.5) on ek-

vivalentsed [10]. Defineerime horisontaalse alamruumi:
H,P ={X € T,P|lw(X) =0} C T,P, (3.18)

kus © on Lie-algebra 0-element.

Jareldus 3.7.2 Horisontaalne alamruum peakihtkonna punktis on seostuse 1-

vormi w tuum, st puutujaruumi elemendi X € T, P korral w(X) = ©.

Néitame niitid def (3.7.4) omaduse (ii). Olgu u € P ja defineerime H, P aval-
disega 3.18. Valime X € H,P ja leiame R, X € T,,P. Kasutades jargmisi:
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pullback’i def, H, P def ja def (3.7.5) tingimust (ii), arvutame:
w(RgX) = Riw(X) = g 'w(X)g = ©.

Seetottu Ry X € H,,P. Paneme téhele, et Ry, on podratav lineaarkujutus. Seega
iga Y € H,,P on avaldatav Y = R, X mingi X € H,P korral [10]. O

Siit jareldub, et w eraldab ruumi 7T, P otsesummaks H,P & V, P analoogselt
definitsiooniga (3.7.4). Vormi w nim. selles kontekstis Ehresmanni seostuseks
[10].

Kovariantne diferentseerimine peakihtkonnal

Olgu w g-vadrtustega r-vorm ja Xy, X, ..., X, vektorviljad peakihtkonnal

P. Vilisdiferentseerimisoperaator on kujutus d : Q"(M) — Q"1(M). Eelnevas

defineerisime peakihtkonnal P g-viirtustega 1-vormi w.

Definitsioon 3.7.6 r-vormi w kovariantseks diferentsiaaliks nim g-v a ar-

tustega (r + 1) vormi Dw, mis méédratakse valemiga
Dw(X1, X, .., Xpp1) = dw(X{, X3 X)) kusdw =dw®®e,  (3.19)

Viimases X; = X + X", X € H,P ja dw = dw® ® e, on g-viirtustega (r+1)-

vorm, dw vilisdiferentsiaal peakihtkonnal P ja e, Lie algebra baasivektor [10].
Seostuse 1-vormi lokaalne kirjeldus

Olgu {U;} M-i lahtine kate ja iga U; jaoks s; vastav lokaalne 1oige. Iga U;

jaoks defineerime Lie-algebra vadrtustega 1-vormi A; jargmiselt:
A = sfw € g QYD) (3.20)

Teoreem 3.1 Iga seostuse 1-vorm w méérab 1-vormide pere {A4;} seose (3.20)
abil. Kehtib ka vastupidine: kui on antud 1-vormide pere {A;}, siis leidub selline

seostuse 1-vorm w, mis on vormide perega {A;} seotud lébi valemi (3.20) [10].

4Tuletame meelde, et g on lineaarne vektorruum.
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Toestus: —

Defineerime peakihtkonnal P g-vairtustega 1-vormi
wi = Ad,1 + g7 dpgs, (3.21)

kus ¢; '(u) = (p,g:), kus u = s4(p)g; on kanooniline lokaalne trivialisatsioon .
Néitame, et sjw; = A;. Olgu X € T,M. Paneme tahele, et kui oleme punktis
s; € P, siis tingimus 2.1 u = s;(p)gy. saab kuju s; = s;(p)e, seega g; = e
ja s X € T, P. Lokaalse 16ike (trivialisatsiooni) def tottu m.s, = idr ) ja

dpgi(s:X) = 0, sest analoogselt eelnevaga g = e modda vektorit s;, X [10].

T e
c

o{U)

Oj
n’i
L
U p X

Joonis 3.2: Loike s; toimimine. Joonisel on on s; kujutatud tdhisega o;..

o
W

Seetottu saame:

siwi(X) = wi(sixX) = " Ai(56X) + dpgi(8ixX) = Ai( musi X) + dpgi(5:.X)

idTp(J\/I) 0

ja seega siw;(X) = A;(X)

Jargnevalt nditame, et avaldisega (3.21) méédratud vorm w; tiaidab def (3.7.5)-ga

médratud tingimusi:

(i) Olgu X = A# € V,,P, A € g. Saab niidata, et m.X = 0. Andes vektori A%

jaoks alternatiivse def: A% f(u) = % fuexptA) ,saame:

t=0
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wi(A*) = g7 1" Ay gi(AF) + g7 dpgi AT = g7 A (m.9:(A7) +9; dpgi AT
0

_ _, dg(uexp(tA
= g; 'dpgi A" = (g;(u)) ™" dg(uep(¢A))
o
f(u

d exp (tA)

dt ‘t:O =4

= (gi(u))_lgi<u)

Viimases reas kasutati g;(u-g) = g;(u)-g. g; ' on kujutus, mille visrtus iga
peakihtkonna punkti u korral on kujutuse g; vadrtuse poordelement.Téahtis
on panna téhele, et dg; on Lie rithma véartustega 1-vorm, kuid kui moo-
dustada korrutis g; 'dg;, siis ta muutub Lie algebra viirtustega 1-vormiks
[10].
(ii) Valime X € T,P,h € G. Olgu 7(¢) joon lébi punkti u = v(0), mille puutuja
punktis v on X. Saame:
% wdef _q1 & _
Rywi(X) = wi(RpX) "= g7 ' 7" Aigi(Rne X)) + g dpgi (R X)
= GrunAi (TR X ) Giun + Gy Giun (Rns X))
Kuna gy, = gih ja TRy, = m, siis ka 7, Rp. X = 7, X ja
d

_ e 1 -
g@uzdszuh(Rh*X) — gw}z_gi'y(t)h =h lgiul_giv(t) h
dt 0 dt 0

= h_lgi_uldpgiu(X)ha
siis saame

Rywi(X) = h g  Ai(m X) giuh + W97, dpgiu (X))
= h_lwi(X)h = Adhflwi(X)

Seega definitsiooniga (3.7.5) méidratud w; avaldub toesti kujul (3.21) ja tdidab de-
finitsiooniga (3.7.5) antud 1-vormi aksioome [10]. Jatame lugejale néditamiseks,

et saab néidata ka teoreemi teise poole. 0
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Selleks, et w oleks méaratud P-1 iiheselt, st et jaotus T,P = H,P & V,P

oleks iihene, peab kehtima w; = wj. Siis on w defineeritud {ile terve P.

|UiﬂUj
Selleks, et viimane saaks kehtida, peavad vormid A; rahuldama teatud tingimusi.
Olgu jérgnevas s;(t) = s;(y(t)) . Olgu s; (s;)lokaalne 16ige iile U; (U;), kusjuures
U; NU; # 0 ja 1iked on omavahel seotud seosega (2.3) [10].

Lemma 3.3 Iga X € T,M (pU; NU;) korral on s, X ja s;.X seotud jargnevalt:
$5:X = Ry,u(s0X) + (t5; dti;(X))* (3.22)

Toestus: Olgu v : [0,1] — M joon, v(0) = p ja 4(0) = X. Kehtib
Riijs(85is(X)) = Ruju(X(si)) = X(s;Ruj) = %si(t)tij(p). Avaldisest 2.3 saab
leida, et
si(p) = s;(p)[tij(p)] . Paneme téhele, et valitud algtingimuste tottu jareldub

= [tij(p)] Hi;(v(t))| = e € G. Seetdttu saame:

t=0

d

d
=3 = E{Si(t)tij (t)}

si(7(1))

t=0 t=0

litge2
T
= Ruiju(5::X) + 55(p)[ti;(p)] v ()

d d
35Ot ) + sip) gt (0)| g

Kusjuures Ry, = Xg ja G on Lie maatriksrithm.

e

g (Pt (X) = [y )] St )] = Ll

= &[tij(p)] &tij(t) eT.G~g

t=0

t=0

tottu tihistab eespool mérgitud liige 2 vertikaalvektorvilja ([t;;(p)]~dt;(X))*
5. Seega lemma (3.3) kehtib [10]. O.

Rakendades vormi w seosele (3.22), saadakse definitsiooni (3.7.5) tingimusi

kasutades:

Stuletame meelde, et Lie algebra on isomorfne tema poolt tekitatud vertikaal-
puutujavektorite alamruumiga.
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siw(X) = w(sX) = w(R;j(si*X)) + Eu(ti_jldtij (X))#i

t;jldtij(X)
——

A;

Kuna vektor X € T,M oli suvaline, siis saame jargmise kooskolatingimuse:
Aj =t Aty + 5 (3.23)

Samuti saab iga {U;}, {s;} ja viimast kooskolatingimust téitvate {A;} korral leida
sobiva w iile P.

Seostuse lokaalsete vormide komponente 4; nim kalibratsioonipotent-
siaalideks ehk Yang-Millsi potentsiaalideks [10].

Niide 3.7.1 Olgu P(M, G) peakihtkond iile M ja olgu U kaart M-il. Olgu l6iked
s1 ja S9, mis on seotud sy(p) = s1(p)g(p). On lihtne ¢ veenduda, et lokaalsed

vormid A; ja A on seotud

Ay = g ' A1g+ g7 'dg ehk komponentkujul (3.24)
Aoy = g7 (p) Av(p)9(p) + g (p)8,9(p) (3.25)

Viimane kujutab endast Yang-Millsi kalibratsiooniteisendusi [10].
Seostuse koverus.

Jargnevas jaotises ndidatakse, et seostuse koveruse voib sisse tuua ka diferent-

siaalvormide abil.

Paneme téhele, et selles peatiikis on vektorruumiks V' Lie algebra g. Olgu

dim(g) = k. Vaatleme dif. vormide peatiikiga vorreldes iildisemat juhtu, st kuidas

bvorrelda avaldisega 3.23. t;; € G
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diferentseerida vektorvéértustega r-vormi w € "(P) ® V.Olgu

k
w:TPA---ATP -V, w=)» w ®c (3.26)

a=1

Viimases on {e,} vektorruumi V' baas ja w® € Q"(P).

Definitsioon 3.7.7 Koveruse 2-vormiks () nimetatakse seostuse 1-vormi w

kovariantset diferentsiaali [10], st
Q=Dwe P(P)®g (3.27)

Lemma 3.4 Koveruse 2-vorm rahuldab R:Q = o 'Qa, a € G.

T&estus: Enne oli antud seos RiH,P = H,,P (iiks horisontaalne alamruum
punktis tekitab koik teised alamruumid sel kihil). Sarnaselt sellele kehtib
(Rux X)H = Ry (X™) ja ka seos 3.84, praeguses kontekstis dp R = R:dp.
Olgu jéargnevas X,Y € T, P.
Teoreem 3.2 Seostuse 1-vorm w ja koveruse 2-vorm €2 rahuldavad Cartani struk-

tuurivorrandit  [10]:

QX,Y) = dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)] (3.28)

Cartani struktuurivérrand Q=dpw+wAw (3.29)

Koveruse lokaalne vorm.

Olgu s 16ige baasmuutkonna M kaardil U.

Definitsioon 3.7.8 Koveruse lokaalne vorm avaldub
F =s5*Q (3.30)

Lemma 3.5 F saab avaldada kujul

F=dA+ANA, (3.31)
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Toestus: Teame, et kehtib

JHACAw) = (PO N (ffw). (3.32)

Kasutades Cartani struktuurivorrandit 3.28 ja A = s*w, saame seose s*dpw =

ds*w ja seose 3.32 jargi [10]:
F=s(dpw+wAw)=ds'w+s"As'w=dA+ AN A O
JF vaartus vektorviljadel X, Y € T'M on antud avaldisega:
F(X,)Y)=dAX,Y) + [A(X), A(Y)], (3.33)

kus d on vélisdiferentsiaal muutkonnal M. Leiame jéargnevalt F lokaalse kuju.
Olgu A, dz" kalioxeqnratsioonipotentsiaal. Kui valida F = %]—"de“ A dzx”, siis
tahistades abimuutujad téhtedega A ja B, saadakse F lemma (3.5) avaldise jargi

arvutades:

A=ANA=A,dz" N A dz”
= [A,, A (dz" A dz")
B =dA=(0,A, — 0,A,)dz" Ndz”, (n<v)
2F = Fdat Nda” = 2(A+ B)

== -F,uu = aqu/ - ayAy, + [‘AM? .A,/] (334)

F samastatakse Yang-Millsi viljatugevusega [10] 7.

Kuna A, ja F,, on g-viirtustega, siis saab nad avaldada baasi kaudu:
A, = AT, Fu =FTo. (3.35)

Vorreldes avaldisega 3.34%, leiame F),, a-nda komponendi, kusjuures paneme

TF nim ka koveruse 2-vormiks. Segaduste viltimiseks nim edaspidi Yang-Millsi
viljatugevuseks.
8Lisades esimese 2 liikmele iilaindeksi o ja arendades viimase Lie algebra baasi kaudu
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tdahele, et summeerimisindeks ei saa olla «, valime (3 ja y

Fo = 0,A5 — 0,A% + fgvAﬁAZ (3.36)

Olgu U; ja U; iihisosaga kaardid iile M ja JF;, F; vastavad viljatugevused. Saab
niidata, et iihisosal U; N U; rahuldavad véljatugevused seosele 3.23 analoogset °

kooskolatingimust  [10]:
Fj =t Fityy = Ad 1 F; (3.37)
ij
Yang-Millsi 1. vorrand kui Bianchi samasus seostuse vormide esituses

Kehtib valem [w,w|(X,Y) = 2[w(X),w(Y)]. Seostuse 1-vorm w ja seostuse
koveruse 2-vorm ) on g-védrtustega (eeldame, et on tegu Lie maatriksalgeb-
raga) vormid, seega saame nad avaldada Lie algebra baasi {T,} kaudu: w =
wT,, Q2 = Q*T,. Distributiivsuse omadust kasutades arvutame Cartani struk-
tuurivorrandi(3.28) abil komponendi Q¢ [10]:

wAw=(wT,) A (w'BTg) = Z(of‘ A wﬁ)TaTg = Zwa A wﬁTaTg

a,f a<f
+ Z w* ANWPT,Ts = | teises lilkmes 3 < o
a>p
=Y WA (LT — ToTa) = Y w® Aw?[T,, Ty (3.38)
a<f a<f ’

1
=35 Z w* ANWP [T, Ts] = [y <+ @, Einsteini tihistus]
a,B
1 Y B ra
=3 > W AW T,
7.8

Seega 2% = dw® + % Zﬁuﬂ A wb JasTa- Vottes viimasest vilisdiferentsiaali, saame
’\/7
seose (3.84) 2. vorrandit arvestades:

1
dpQ® = fg,dpw’ AW — o ffw’ Adpw? (3.39)

9Alles on ainult esimene liige
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Viimases kasutasime vormide vilisdiferentseerimise valemit (vt avaldise (3.84)
3. vorrandit). Kuna iga peakihtkonna horisontaalse puutujavektori X* korral
kehtib valem (3.7.2), siis on lihtne niidata, et Q(X7 YH#) =0 ja DQ(X,Y,Z) =
dQ(Xh, Y ZH) = 0, kus D on kovariantne diferentsiaal (vt def (3.7.6) Globaalsel
kujul  [10]:

DQ=0 Bianchi samasus (3.40)

Bianchi samasuse lokaalne kuju

Kuna kehtib Cartani struktuurivérrand (vt teoreem (3.28))ja d* = 0, siis ka-
sutades vorrandeid (3.20) ja (3.30), s* lineaarsust ja kooskolalisust operaatoritega

A ja d , saadakse:

s*Q = s"(dw Aw — w A dw)
= s (dw Aw) — s (w A dw) = [s"(dw)] A s*w — (s"w) A [s"(dw)]

(3.41)
=ds*w A s'w — (s*w) A [ds*(w)] =dAANA - ANdA
=FNA-ANF
Viies liikmed iihele poole ja defineerides operaatori D, saame
DF=dF+AANF-FNA=dF+[A F]=0 (3.42)

Paneme tihele, et kui G =U(1), siis DF = dF [10]. Péhjendus: u(n) = {A|AT =
—A} (vt vorrand (3.80)). On ilmne, 1-mootmelisel juhul on tegu antihermiitiliste

kompleksarvudega (z = —z) ehk
Jéareldus 3.7.3 U(1) Lie algebra u(1) elementideks on puhtimaginaararvud.
Kuna [ai, bi] = 0, siis on vorduse (3.42) kommutaator [A, F] = 0 O
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Joonis 3.3: U(1) Lie algebra.
Kokkuvéte

Kéesolevas bakalaureusetoos késitletakse peaasjalikult kalibratsiooniteooriaid,
koige pohjalikumalt neist Yang-Millsi klassikalist (kvantiseerimata) véljateooriat.
Samuti on lithidalt juttu Lie algebratest, Lie rithmadest ja kihtkondade teooriast
ning nende rakendustest kalibratsioonivéljateooriates. Et saada sellest komplit-
seeritud valdkonnast mingi ettekujutus, tehti teatav eelt6o, millest viike osa sai
kirja pandud ka kéesolevasse to0sse, peamiselt kiill lisade kujul. T66 autor loo-
dab, et nii toiminuna ei ole kirjas iileliigselt palju korvalist lisamaterjali.

Eeltoo valdkondadeks olid:

(i) Klassikaline diferentsiaalgeomeetria.
(ii) Topoloogilised ruumid.
(iii) Diferentseeruvad muutkonnad, struktuurid muutkondadel.
(iv) Vektorviljade ja diferetsiaalvormide teooria.
(v) Lie rithmad ja Lie algebrad.
(vi) Lagrange’i formalism klassikalises mehaanikas.
Olulisimad t66s késitletud punktid:

(i) Yang-Millsi klassikaline viljateooria kui kaasaegse kvantvéljateooria allik-

materjal

45



(ii) Yang-Millsi klassikaliste véljavorrandite geomeetriline tolgendus kui kaas-

aegse diferentsiaalgeomeetria formalismi rakendus.
(iii) Kalibratsiooniteooriate liigitus Abeli/Mitte-Abeli siimmeetriarithma jéargi
(iv) Viljade lagranziaanide seos kalibratsiooniteooriatega

(v) Kihtkondade, Lie riihmade ja Lie algebrate seos kalibratsiooniteooriatega

Tehtud t66 on olnud pohiliselt iseseisev. Labi on tehtud suur hulk praktili-
si arvutusiilesandeid, mis on aidanud ldbitud teoreetilist baasi paremini kin-
nistada. Ulesandeid on tehtud iga t66s mainitud temaatika kohta. Ulesannete
paremaks moistmiseks ja materjali kinnistamiseks on probleemide lahendusi ka
siistemaatiliselt illustreeritud. T66 kdigus on omandatud iseseisva matemaatilise

kirjandusega to6otamise oskused.

Selleks, et rddkida elementaarosakestefiiiisika standardmudelist, tuleks teooria
kvantiseerida. Tulevikus olekski moéttekas hakata uurima kvantteooria aluseid,
uurides muu hulgas ka Yang-Millsi teooria kvantiseerimist. Uuritakse ka kvant-
véljateooria ja statistilise vélja teooria aluseid. T66s mainisime, et Maxwelli
vorrandeid oleks siisteemi konfiguratsiooni maaramiseks téaiendada neid Lorentzi
jou valemiga. Tulevikus voiks uurida seda kiisimust Yang-Millsi vorrandite puhul,
kus lahendi algtingimused ei pruugi samuti méaarata siisteemi hilisemat seisundit.
Soltuvalt magistritéo juhendaja valikust, on tdiendavad voimalikud arengu-

suunad tulevikuks jargmised:

Kvantvéljateooria ja M-teooria (stringiteooria). Kvantviljateooriatest on iiks
voimalus uurida néiteks topoloogilisi kvantvéljateooriad nagu 3D- Cherni-Simonsi
teooria, mille t6i sisse Edward Witten. Tegemist on Schwarzi-tiiiipi topoloogili-
se teooriaga, mille korral puudub muutkonnal meetrika. Nimi tuleb sellest, et
teooria mojufunktsionaal on proportsionaalne Cherni-Simonsi 3-vormi integraa-
liga. Cherni-Simonsi vormid on teatud liiki karakteristlikud klassid. Karakterist-
like klasside teooria on kasulik, sest uuritakse, kuidas saab taandada keerulised
fiitisikalised probleemid matemaatilisteks probleemideks, mis on juba lahenda-
tud. Cherni klassi kasutatakse palju stringiteoorias. Cherni-Simonsi vormidel on
tahtis roll kalibratsiooniviljateooriates. Teooria klassikaline konfiguratsioon si-

saldab muutkonda ja kalibratsiooniriihma (Lie rithma), tdpsemalt on tegemist
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peakihtkonna struktuuriga. Samuti voib magistritoos késitleda Cherni-Simonsi
teooria kanoonilist kvantiseerimist. Tulevikus saab uurida ka kalibratsiooniteoo-
riate supersiimmeetrilisi laiendeid - supersiimmeetrilisi kalibratsiooniteooriaid.
Supersiimmeetrilise kvantviljateooria eelised seisnevad selles, et paljud problee-
mid on tépselt lahenduvad. Tasub mérkida, et koige populaarsemad tumeaine
mudelid on supersiimmeetrilised ning LHC (suur hadronite porguti) sekundaar-
ne eesmirk on toendite leidmine supersiimmeetria kohta. On voimalus uurida
monda muud kvantviéljateooriat, néiteks konformset véljateooriat, mis teatavas-
ti on iildistuseks Lorentzi teisenduste rithmale. Teoorial on téhtsad rakendused
stringiteoorias, statistilises mehaanikas ja kondenseeritud aine fiitisikas. Saab uu-
rida ka topoloogilisi stringiteooriaid, mis on teatavasti stringiteooria lihtsustatud

versioonid.
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Summary (resiimee)

The bachelor thesis entitled

Lie Algebras, Fibre Bundles and Their Relevance in Gauge Field Theo-
ries,

is a masterpiece written in the Estonian language. The thesis exposes the inext-
ricable connection between classical Yang-Mills field theories and contemporary
differential geometry. Since the length of the main part of the bachelor thesis is
limited to 30-40 pages, most of the relevant background information on Lie al-
gebras and fibre bundles has been excluded. Nevertheless, in order to contribute
to the effort of keeping track with the calculations, several sections have been
devoted to the theory of fibre bundles, Lie groups and Lie algebras. These can be
found mainly in the appendix section.

The principal aim of the author is to give a birds-eye view of the highly contem-
porary and fundamental subject matter — Yang-Mills gauge field theories. The
Yang-Mills theories emerged as a large class of classical field theories generalizing
electromagnetism, satisfying a generalized type of gauge symmetry. It is essential
to note that all the important theories of modern physics, with the exception
of gravitation only, are quantized versions of Yang-Mills theories. These include
quantum electrodynamics (QED), the electroweak theory, the standard model of
particle physics and the grand unified theories (extensions of the standard model).
The most significant of these theories is the standard model of particle physics,
which is our current best theory explaining the fundamental laws of the Universe.
The geometrical interpretation of the Yang-Mills equations is included

in the thesis.

The key idea of Yang-Mills theories is to generalize the concept of the flat
Minkowski space. The connection introduces a “twist” into Minkowski space and
the curvature, being the generalization of the Faraday tensor, then measures the
extent to which the above mentioned twist causes a deviation from the ordinary
flat geometry of Minkowski space. The fundamental physical object in the Yang-
Mills equations is the connection. Together with the current, J, the connection
completely determines all the physical properties of the system. In the case of

the electromagnetic interaction, when the Yang-Mills field equations reduce to
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Maxwell’s equations, and the connection is then essentially just the electromag-
netic vector potential.

The methodology involved independent working with mathematical literature,
proving theorems, performing calculations. To obtain a decent general overview,
the calculations have been illustrated with appropriate figures and graphs. Most
of the figures have been taken from the book [10]. The first graph in the fibre
bundle section and the U(1) Lie algebra graphs are done by the author of the
thesis.

The literature used is given in the section , Kasutatud kirjanduse loetelu”.

Alari Varmann

Tanuavaldused

Minu suurim ténuavaldus Tallinna Reaalkooli vilistlasele ja Tartu Ulikooli
matemaatikateaduskonna doktorandile, Jaan Vajakale, kelle abiga sai t66 autor
palju uusi teadmisi ja ka oskusi, kuidas teooriat praktikas rakendada. Suured
tdnud ka bakalaureusetto kaasjuhendajale Viktor Abramovile, kes noustus
t66d juhendama, olgugi et t66 autor ei 6pi Tartu Ulikoolis. Téanan hiiva nou ja
abi eest ka Tallinna Kiiberneetikainstituudi teadlast Andre: Erraparti, kes abistas
toovormistamise osas keskkonna LaTex.

Samuti avaldan ténu jargnevatele dppejoududele:

Tonu Ruus — kvaliteetse klassikalise fiiiisika alushariduse eest.

Peeter Puusemp — tdnan Teid, et dpetasite mulle topoloogiat oma vabast ajast.
Alar Leibak — aitdh kompleksmuutuja funktsioonide ja tensorarvutuse kursuste
eest. Samuti, et tegite mulle l4bi stereograafilise projektsiooni niite, kuigi ma
seda to0sse panna ei saanud.

Rein-Karl Loide — ténan 16putdoé juhendamise ja kvantmehaanika opetamise
eest.
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LISAD

Lisa 1 Kalibratsiooniteisendused

Dimension | Group H U
1x1 U(1) 0 0
2X2 SU(2) oI +7-a ei0piT

L x8
3 x3 SU(3) o7 + Zle )\z . bz ezeetzi ! Aib;

Joonis 3.4: Kalibratsiooniteisendused. Allikas: [4].

Téahistused:

7 - Pauli spinnmaatriksid

group - teisenduse struktuuririthm (Lie rithm)
dimension - struktuuririthma (Lie rithma) moode
H - hermiitiline maatriks

U = exp(iH) - unitaarne maatriks

Kalibratsiooniteisenduse iildine kuju:

v Up 1 — YUt (3.43)
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Lisa 2 Vektorviljad ja nende seos Lie operatsioonidega
Integraalkoverate voog ja Lie diferentseerimine.

Olgu X vektorvili muutkonnal M. Integraalkdver (int. kover) x(t) on joon,
mille puutujavektor punktis z(¢) ' on X|,. Kui on antud kaart (sel juhul saab

anda vektorvéljale ja integraalkoverale lokaalse kuju) (U, ¢), siis [10]

% = X"(z(1)) (3.44)
kus z#(t) on ¢(x(t)) p-s komponent. Selleks, et leida vektorvélja integraalkover,
tuleb lahendada harlike diferentsiaalvorrandite siisteem (HDVS) ! (3.44). Edas-
pidi eeldame, et parameetri t madramispiirkond on maksimaalne. Pangem téhele,
et kompaktse muutkonna jaoks leidub iga etteantud vektorvilja ja punkti korral
antud punkti ldbiv vektorvélja integraalkover, mille médramispiirkonnaks on R.

Olgu o(t, zg) vektorvilja X integraalkover. Seos 3.44 votab kuju [10]

d
aa”(t, xg) = X*(o(t),x) algtingimusega o"(0,zo) = xf. (3.45)

Piirdume jargnevas taielike vektorviljadega, st eeldame, et parameetri ¢ méara-

mispiirkond on R.

Definitsioon 3.7.9 Kujutust ¢ : R x M — M nimetatakse vektorvilja X &
X (M) vooks [10].

Difeomorfismide itheparameetriline rithm

Defineerime o4(z) = o(t,z)). Kindla ¢t € R viértuse korral on voog oy : M —

M difeomorfism. Osutub, et o, taidab jargmisi tingimusi [10]:

(i) ou(os(x)) = opys(x) kujutuste kompositsioon
(ii) oo ithikelement - samasuskujutus
(ili) oy = (oy) 71 poordelement - poordkujutus

1ONB! z tihistab nii punkti U-s kui selle koordinaate
Hgsaab veenduda, et HDVS lahend eksisteerib ja on iihene
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Definitsioon 3.7.10 Saadud kommutatiivset rithma nimetatakse difeomorfismi-
de iitheparameetriliseks rithmaks. Rithma elementideks on kujutused oy, kus vek-
torvilja taielikkuse eelduse tottu on ¢ médramispiirkonnaks R. Rithma tehteks

on kujutuste jarjest rakendamine [10].

Olgu antud vekt. vali X. Téahistame lopm. véiikese teisenduse o.. Avaldise
(3.45) jargi saame punkti x uueks koordinaadiks o#(z) = o#(e, z) = x# +eX"(x).
Vektorvili X on lopmata viikese teisenduse generaator. Hindame punk-
ti koordinaati, mis erineb algpunktist parameetri ¢ vorra mooda integraaljoont.

Arendades Taylori ritta, saadakse [10]:

d
ol (t,x) = a* + td—a’“‘(s, x)

2 d\?
. s:0+i(£> U“(s,x)‘szo—l—---:

d ¢ /d\? d
1 N — | — = N K
—l—tds + 5 (d5> + B exp <tds) o (s,x)|S:0

Definitsioon 3.7.11 Vektorvélja X eksponentseerimise all moistetakse tema

ot (s, x)

voogu:

exp(tX)zt = o (t, x)

Lisa 3 Lie rithmad ja Lie algebrad
Lie rithmad

Selles alapeatiikis olgu G n-dimensionaalne diferentseeruv muutkond (iildiselt
téhistame muutkonda téhisega M).

Definitsioon 3.7.12 Lie rithmaks nimetatakse sellist muutkonda G, millel on
lisaomadusena rithma struktuur, kusjuures jargmised rithma operatsioonid

(i) - GXxXG =G, (91,92) = 91 g2

(i) 1:G—=G,g— g

on diferentseeruvad (difeomorfismid G — G) [10].

Naiide 3.7.2 Jargnevad on Lie rithmad:
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(R™, +), ([R%,:) GL(n,R), O(n), O(1,3), SU(n)

Teoreem 3.3 Iga Lie rithma G kinnine alamrithm on Lie alamrithm [10].
3.7.4 Lie rithma toime muutkondadel

Definitsioon 3.7.13 Olgu p € M meelevaldselt valitud. Lie rithma G toime

muutkonnal M on diferentseeruv kujutus o : G x M — M, mis rahuldab:
(i) oe,p) =p
(i) o(g1,0(92,p)) = 0(9192,p) = g1(g2p) = (9192)p-

Niide 3.7.3 Definitsiooniga (edaspidi: def) (3.7.9) antud vektorvélja voog on
R toime AM-il. Kui voog oleks perioodiline, siis voiks vaadelda U(1) voi SO(2)
toimena. Tapsemalt: Kui on antud perioodiline voog o(t,x) perioodiga T, siis
saame konstrueerida uue voo a(exp(27it/T), z) = o(t, x) struktuuririthmaga U(1)
[10].

Niide 3.7.4 On teada, et SL(2, C) toimib Minkowski ruumile M, erilisel moel.
Olgu M1 antud kaart koordinaatidega x = (z*) = (2° 2!, 2% 23) € M,, mille

jaoks defineerime Hermiitilise '? maatriksi jargmiselt:

(3.46)

20423 ! —ix?
X(z) = o = ( ot +ix? 20— a8 )
Viimases on 0, = ([, 01,09,03) Pauli maatriksid. Kehtib ka vastupidine: Iga
hermiitiline maatriksi X korral leidub tihene vektor (z#) € My : 2# = %tr(auX )
[10].
Jareldus 3.7.4 M, on isomorfne 2x2 hermiitiliste maatriksite hulgaga. On lihtne
kontrollida, et det X(z) = —ztat = —|jz]|? = —t* + (2)* + (y)* + (2)* 3. Kui

defineerida intervalli ruut

s = Azt Az* = ||Az||?, siis

12Ka enesekaasne maatriks, A = AT,
3 Minkowski normi ruut vastasméirgiga
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detX(z) >0 kui s on ajasarnane
=0 kui s on valgusintervall

< 0 kui s on ruumisarnane

[10] Olgu A € SL(2,C). Defineerime SL(2,C) toime muutkonnal M:
o(A,z) = AX (z)AT (3.47)
Néitame, et see toime rahuldab def (3.7.13) tingimusi:

o(E,r) = EX(z)E" = X ()
o(Ay,0(Ay, ) = 0(AL, A X Al) = A A, X AT AT
= O'(AlAQ, LC) = (AlAQ)X(AlAQ)T

Viimase avaldise voib kokkuvotvalt esitada
A(BXBWA" = (AB)X(AB)T, (3.48)

kus kasutasime (A;4,)7 = ALAl. Kuna det on multiplikatiivne operaator ja

det(A)=1, siis paneme téhele, et toime 3.7.13 siilitab Minkowski normi:
deto (A, r) = det[AX AT] = detX.

Sellest jéreldub, et seosega 3.7.13 defineeritud teisendus ei muuda vektori inter-
valli tiitipi. Pangem téhele, et ¢ : SL(2,C) — O(1,3) on seose 3.48 tdttu homo-
morfism, mis ei ole injektiivne [10] **. Hakates leidma Pauli maatriksite astmeid,
saab toestada, et kehtib

exp[if(n - &) =1 cosf +i(n-d)sind (3.49)

9
2

tottu on ¢: SL(2,C) — O(3) homomorfism 1-1 [10]. Samas O(3) korral peaksid

Asendades 0 — —g, saadakse poore iimber iithikvektori n nurga —3 vorra ning g

14Varrelda seose 3.7.13 tulemusi A ja —A korral
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poorded 6 ja 2w + 6 olema samad, kuid saab selgeks, et see nii pole:

A2 + 0) = exp[—i 27T2+ e(ﬁ - 0)] = exp|—i(m + g(ﬁ - 7)] (3.50)
= exp[—i(m(n - 5)lexp[—i(g(ﬁ -d)] = —A(0) (3.51)

-~

-1

Saab niidata, et ¢ on pealekujutus Lorentzi riihmale O = {A € O(1, 3)|detA =
+1,Ago > 0} [10]. Osutub, et SL(2,C) toob esituste ruumi sisse spiinorid (néiteks
Diraci viljad esitavad spiinorsuurusi) ja SL(2,C) on rithma SPIN(1,3) universal
covering  [10].

Olgu jargnevas méaaratud G toime M-il.

Definitsioon 3.7.14 Punkti p € M isotroopiarithmaks ' nim. G' alamriihma,

mis on antud sosega

H(p) = {g € Glo(g,p) = p}. (3.52)

Saab naidata, et isotroopiarithm on iga p € M korral Lie alamrithm. Kui H
on G isotroopiariihm, siis faktorruum on diferentseeruva struktuuriga, tdpsemalt

diferentseeruv muutkond (homogeenne ruum) [10].

Lemma 3.6 Kui G, H(p) ja M rahuldavad teatavaid lisatingimusi, siis saab

niidata, et

homeo

G/H(p) = M (3.53)

Niide 3.7.5 O(n + 1)moju RP"-le. Kuna RP" on (kompaktne) muutkond, siis

16 maju RP"-le. Niitame, et

voib defineerida O(n + 1)vasakpoolse transitiivse
O(n + 1) siilitab R™"*1-le mojudes projektiivse ruumi ekvivalentsiseose. Olgu
r,2' € R"™ ja g € O(n + 1). Faktist x ~ 2’ jireldub gr ~ gz’ (piisab votta
gr' = agx). Geomeetriliselt: poorates jadb sihivektoriga seotud paralleelne vek-
tor ikka sihivektoriga paralleelseks. Seega O(n + 1) toime ruumile R™™! teki-

tab loomulikul moel toime ruumile RP". Ilmselgelt on see toime transitiivne

5isotropy group, little group, stabilizer of p
1 maju on transitiivne, kui iga p1,p2 € M korral leidub element g € G, et o(g,p1) = p2
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RP"-il (vaadata sama normiga esindajaid). Olgu p € RP", mis vastab punkti-
le (1,0,...,0) € R"*!. Leiame punkti p isotroopiariihma H (p):

([ +1 0 0 0
0
Hp) =1 0 AeOm) Y =0(1) x On) (3.54)
: A
\ 0 J

Viimases on O(1)= Zy = {—1,+1}. Lemma (3.6)(vorrelda homomorfismiteoree-
miga) kohaselt [10]

O(n+1)/[0(1) x O(n)] = S"/Zy = RP". (3.55)
Lie algebrad

Konteksti moistmiseks soovitatakse lugejal esmalt teha tutvust lisaga nr 2.

Definitsioon 3.7.15 Vektorruumi W nimetatakse Lie algebraks, kui on antud
bilineaarne kujutus, tdpsemalt Lie kommutaator [ , |: W x W +— W, mis

rahuldab tingimusi:
o [wy, ws] = —[wy, w;] (antikommutatiivsus)
o [wifws, ws]] + [welws, w1]] + [ws[wy, ws]] = 0 (Jacobi samasus)

Olgu a € G, g € G. Defineerime elemendi a parempoolse R, : G — G ja

vasakpoolse moju L, : G — G elemendile g jargmiselt:

R.g = ga (3.56)
L.g = ag (3.57)

Kujutuste R, ja L, diferentsiaalid on kujutused L., : T,G — To,G ja Ry -
T,G — T,,G. Jargnevas piirdume ainult vasakpoolse (v.p.) toimega, sest vasak-
poolne ja parempoolne (p.p.) toime on analoogilised [10].

Olgu X vektorvili Lie rithmal G.
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Definitsioon 3.7.16 Vektorvilja X nimetatakse vasakinvariantseks vektorval-

jaks, kui

L,.(V) =Xyl (3.58)

Lemma 3.7 Olgu X vasakinvariantne vektorvéli. Siis kehtib

dz*(ag)
dz*(g)

X*(ag) = X"(9g) (3.59)

Toestus: Vektorvilja def pohjal X “‘ag = X*(g) %Zyu(g’)). Vaatleme avaldise (3.59)

vasakut ja paremat poolt. Lahtume sellest, et L,, = (?:V((ag g))>. Toepoolest, def

(3.7.16) kohaselt avaldub v.p. avaldis ' : L,.X|, = X”(g)ag:y(&%)a% ; D-p. aga
ag

Xlog = X”(ag)%‘ag, kus %bg on puutujaruumi baas punktis ag. Kuna baasid

on vordsed, siis peavad ka komponendid vordsed olema, mistottu

XH*(ag) = X”(g)%((agg)) ja lemma on toestatud d

Teoreem 3.4 Kujutus 7.G — g : V — Xy on isomorfism. Vasakinvariantsete
vektorviljade hulk on vektorruum, mis on isomorfne rithma G {ihiku puutujaruu-
miga T.G [10].

Toestus: Tarvilikkus: V' € T,G méarab iihese vasakinvariantse vektorvélja Xy

iile kogu rithma G avaldisega
Xvy|y = Lg.V. Saadakse:

XV|ag = Lag*v = (LaLg>*V = La*Lg*V = La*(XVlg) (360)

Edaspidi kasutame valemit:

XV’ag = La*(XV’g) (3-61)

Piisavus: vasakinvariantne vektorvéli X maéérab {ihese iihiku puutujavektori V =

Xl|. € T.G O

Tyvaatleme taisavaldisi, st koos baasiga
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Téahistagu g vasakinvariantsete vektorvéljade hulka riithmal G. Kuna kehtib
teoreem (3.4), siis saab vasakinvariantsete vektorvéljade hulga g matemaatiliselt
samastada G iihiku e puutujaruumiga 7.G. Kuna vektorvéljade jaoks on definee-
ritud Lie kommutaator ja g on (vasakinvariantsete) vektorviljade hulk, siis Lie
kommutaator on samuti maaratud g-1.

Néitame, et g on kinnine Lie kommutaatori suhtes. Olgu g € G, L,g = ag € G,
X,Y € g. Teatavasti kehtib f.[X,Y] = [f. X, f.Y]. Rakendame Lie kommutaato-
rile [X, Y] kujutust L.:

La*[Xa Y”g - [La*X|gaLa*Y|g] - [X7 Y”@g

Seega [X, Y] € g ehk g on kinnine Lie kommutaatori suhtes [10].

Lemma 3.8 Vasakinvariantsete vektorviljade hulk g koos Lie kommutaatoriga
[, ]:9xg— gmoodustab Lie rithma G Lie algebra [10].

Niide 3.7.6 Arvutame rithma GL(n,R) Lie algebra gl(n,R). Olgu ¢ : (—¢,¢) —
GL(n,R) joon ja ¢(0) = I, n-jarku ithikmaatriks. Lahendame ithiku s = 0
imbruses joont c(s) = I, + sA + O(s?), kus A on n X n reaalsete elementi-
dega maatriks. Paneme téhele, et kui s — 0, siis det ¢(s) # 0 = ¢(s) € GL(n,R).
Joone ¢(s) puutujavektor punktis s = 0 on A = gl(n,R) on n x n maatriksite
hulk. dim (gl(n,R)) = n* = dim GL(n,R) [10].

Niide 3.7.7 GL(n,R) igal maatriksil on n? elementi 2,4, = 1,...,n. Uhik-
elemendiks on e = I,, = (6¥). Olgu g = {z%(g)} € GL(n,R) ja a = {z9(a)} €
G L(n,R) Vasakpoolne méju on méaaratud maatriksite korrutamise reegliga L,g =
ag =Y. x*(a)z"(g). Valime vabalt iihiku puutujavektori V = > V49/0x|, €
T.G, kus V% on puutujavektori komponendid. [10] Leiame puutujavektori V'

poolt genereeritud vasakinvariantse vektorvéalja:

9
0z |,
- Zvjxkl(g)éé(sj Opkm
g
. 0 .0
ki g k
=D VI =D (V) .

Viimases kasutasime korduvalt maatriksite korrutamise reeglit. gV’ tahistab antud

m 0
Hg)e " (€) 5

Xvlg= LV => VY

ijklm

g

(3.62)

g
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juhul vektori ja maatriksi korrutist.
Kasutades tihistust 2% (g) = g, defineerides lisaks W = W49 /0z%|, ja leides

0*f
0z Oz

a ca ab 8
R (x =)

9f(9) 0f(9) of
k b k ib ib

D et YW TG = S a M g WHVI G = gV - WV e
ijk (VW)kb ijk (WV)kb 9

Oz

f) = Wﬂ’a—f(g) + W

leiame Xy ja Xy Lie kommutaatori:

. -0 0
[(Xv, Xw]fly = Zl"k(g)‘/k]@\g (950“(9)Wab@‘gf)

) ) 0 0
=Lt (vl ) = vy ok

A
ib

- P . « 0*f(g)
ijy/kj,.ca ab ik kj,.cayrab
+ %; IV (g)W EyT %; " (g)WH xV D D

Viimased 2 liiget koonduvad, kui teha indeksimuutus k <+ a, j <> b, 7 <> c.

Lopptulemusena saime:

0

Xv, Xwlly = Y _(alV. W)Y 5= (3.63)
ij g
Kuna iildistus meelevaldsele maatriksrithmale on ilmne, siis kehtivad:
LyV =gV [Xv,Xwllg = Lg.[V, W] = g[V. W] (3.64)

3.7.5 Uheparameetriline alamriihm

Algebras on mitmeid kujutuste rithmi - néiteks substitutsioonirithm ja selle
alamrithmana mérgimuudurithm. Selles jaotises vaatleme analoogiliselt 1-para-
meetrilist alamrithma, mis moodustab Lie rithmas joone. Tuletame lugejale meel-
de, et Lie riihm on iihtlasi ka pideva riithma struktuuriga muutkond. Voéiks tekkida
kiisimus - kas voib vaadelda integraaljooni ka Lie rithmal kui muutkonnal? Sellele

olulisele kiisimusele anname vastuse kéesolevas jaotises.
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Oluline erinevus difeomorfismide 1-parameetrilise rithma peatiikiga seisneb
selles, et viimase korral uuriti, kuidas toimib voog (integraaljoonte voog) muut-
konnal (parameeter viidi alaindeksisse, et tuleks ilmsiks moju muutkonna ele-
mendile)'®. Kindla parameetri ¢ vidrtuse korral oli toime tulemuseks muutkonna
element. Selles peatiikis on kindla parameetri ¢ véartuse korral tulemuseks Lie
rithma element.

Vaatleme joont, mille argumendiks on ainult parameeter ¢t € R.

Definitsioon 3.7.17 Joon ¢ : R — G on Lie rithma G 1-parameetriline

alamriihm parajasti siis, kui ta rahuldab jargmist tingimust:

P(t)o(s) = ot +5) (3.65)

Osutub, et nii defineeritud joon on tegelikult kujutus, mis on Lie rithmade R (
+ suhtes) ja G vaheline homomorfism, st ¢ siilitab Lie rithma struktuuri. Difeo-
morfismide peatiikis ndidati, et vektorvili genereerib muutkonnal integraaljoonte
voo. Siin uurime, millise voo genereerib vasakinvariantne vektorvéli. On selge,
et l-parameetriline alamrithm on Lie rithma kommutatiivne (Abeli) alamriithm.

Eeldades, et ¢(0) = e ja ¢(t) poordelement avaldub kujul ¢(s), lelame ¢(t)
=o(s)

——
poordkujutuse ¢(s): ¢(t) (¢(t)) ' = ¢(0) = ¢t +s) = ¢(0) = (H(t))~! = p(—t).

1-parameetrilise alamriihma puhul kehtivad [10]:

(i) ¢(0) =e iihikelement

(i) (o(t)~! = o(-t) poordelement
(iii) B(t)p(s) = ¢(t + ) = ¢(s +1) = (s)p(t) kommutatiivsus

[10] Sarnaselt difeomorfismide peatiiki integraaljoontele:

Lemma 3.9 Olgu antud joon Lie rithmal. Kui on antud 1-parameetriline alam-

rithm ¢, siis leidub selline vasakinvariantne vektorvili X, et kehtib

dg*(t)
dt

= X"(o(t)) (3.66)

18Saadi kommutatiivne rithm, mille korral voo jirjest rakendamise korral tuli parameetrid
indeksis liita.
9Varrelge valemiga 3.45.
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Toestus: Valime G = R, defineerime v.p. toime t +— t + a ja niitame, et X =
d/dt méadrab vasakinvariantse vektorvélja Lie rithmal G. Kasutades v.p. toimet

ja puutujavektorit punktis ¢ + a:

o e 0 9

L ot Ot+a) Ot+a)

=X

t t t+a

Olgu t suvaline reaalarv. Tahistame ¢(t) := g¢. Siis kehtib vordus:

d d
Li)y—| =—|. 3.67
(Lo g o dt], (3.67)
Jargnevalt rakendame kujutust ¢, : TR — Ty, G-
d d ., det(t)| o
05| = 5] 00 = 5 | = X
’ ’ 0 (3.68)
o] ] a0 0] |
tde], de], " e [agr], Y
Kasutasime fakti, et ¢(0) = e. Tulemustest (3.67) ja (3.68) saame:
d d
Li)y—| =¢Lpn—| =X .
(¢ t) dt 0 ¢ t dt 0 |g (3 69)

Kuna ¢Li(m) = ¢(t + m) = ¢(t)p(m) = Lyp(m), siis ka ¢y L. = Lgi ., siis seos
(3.69) teiseneb:

d d
Li)y—| = Lpope—| = Ly X|e .
(QS t) dto g¢dt0 g | (370)
Seega [10]
L,.X]e = X|, (3.71)
U

Jireldus 3.7.5 Iga integraaljoonte voog ¢(t) miirab ?** vasakinvariantse vek-

torvilja X € g iiheselt.

20 ing. k. associated vector field
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Saab naidata ka vastupidise, st iga vasakinvariantne vektorvili X € g méadrab
difeomorfismide 1-parameetrilise rithma o(¢,¢) nii, et % = X ja 0(0,9) =
g. Defineerides ¢ : R — G ¢(t) = o(t,e), muutub joon ¢(t) rithma G 1-
parameetriliseks. alamrithmaks.?!.

Jareldus 3.7.6 Lie rithma G 1-parameetrilise alamrithmade ja vasakinvariant-

sete vektorviljade vahel on iiksiihene vastavus.

Definitsioon 3.7.18 Olgu G LieriihmjaV € T,G. exp: T.G — G on defineeri-
tud exp V' = ¢y (1). ¢y on G 1-p. alamrithma poolt genereeritud vasakinvariantne
vektorvali Xy |, = Lg V. [10]
exp on eksponentkujutus, tegemist on eksponentfunktsiooni iildistusega.

Pohjendus:

R ja C korral osutub kujutus exp ,tavaliseks“ eksponentfunktsiooniks, GL, (R)
korral aga kvantmehaanikast tuntud maatriksite eksponendiks. (gl(n,R) koos
kommutaatoriga on GL, (R) Lie algebra). exp kujutab Lie algebra Lie rithma “sis-
se”. See difeomorfism kujutab g 0-elemendi Lie rithma iihikelemendiks e. Kuna
eksponentkujutus on pealekujutus Lie rithma iihiku e mingile iimbrusele ¢, siis on
tavaks nimetada Lie algebra elemente Lie riihma G 16pmata viikesteks moo-
dustajateks (infinitesimal generators). Selle pealekujutusega tekib Lie rithma
G 1-parameetriline alamrithm. Eksponentkujutus ja Lie algebra méaéaravad iga

sidusa Lie rithma lokaalse struktuuri [7].

Teoreem 3.5 Olgu V € T.G ja*? t € R. Siis kehtib:
exp(tV) = v (t) (3.72)
Toestuse leiab raamatust [10] pérast definitsiooni (5.13).

3.7.6 Lie algebra baas

Olgu {V1, V3, ..., V,,} iithikupuutuja vektorruumi T.G baas - see koosneb n =
dimG vektorist. Baas méérab iga g € G korral n lin soltumatut vasakinvariantset
vektorvalja {Xi, X, ..., X, } jargmiselt: X, |, = Ly V,. Pangem tdhele, et {X,}

on baas iile terve G. Kuna [X,,, X, ]|, on samuti g element punktis g, siis saame

2tpestuse leiab Nakahara raamatust peatiikist (5.6.3)
2yt ¢y (t) def eestpoolt
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kommutaatori avaldada:

(X, X,] = ¢, X\ (3.73)

[

A

Arve ¢, nim struktuurikonstantideks. Kui G on maatriksrithm, siis punktis

= e on viimase seose vasak pool (v.p.) maatriksite V,, ja V,, kommutaator.
Lemma 3.10 c¢,,* on scltumatud Lie riihma elemendist g [10].

Tosisema huvi korral palun sirvida raamatu [10] jaotist (5.6.4).

3.7.7 Struktuurikonstandid ja Lie algebrate niiteid

Tuletame meelde, et struktuurikonstantideks €;e; = (cl-jl; ce™) = ¢ Fep
nim algebra baasivektorite korrutiste koordinaate [12]. Kui Lie algebra dimen-
sioon on n, siis on voimalik valida n lineaarselt soltumatut vektorit (baas), mille
kaudu saab avaldada mistahes Lie algebra elemendi. Nimetame need baasvekto-
riteks Xq, Xo, -+, X,, . Kuna Lie algebra on kommutaatori suhtes kinnine, siis
saab iga kahe baasivektori kommutaatori avaldada baasivektorite lineaarkombi-

natsioonina:
(X, X;] = Cy; " X, (3.74)

Arve C;; * nimetatakse Lie’ rithma G struktuurikonstantideks. Lie algebra struk-
tuur on téielikult maaratud ta struktuurikonstantidega [5]. Kommutaatori an-

tistimmeetria indutseerib vastava struktuurikonstantide antistimmeetria [12]:
[Xi, X5] + [ X5, Xi] = Cy; "X+ Ci "Xp=0= Cy; f+ Cy =0 (3.75)

Niide 3.7.8 Uurime SL(2;R) Lie algebrat. Olgu m : (—¢,e) — SL(n,R) joon ja

1 = det(m(s)) = det(exp sA) = exp(Tr(sA)) = [(Tr(sA))N]/N! ~ 1 + Tr(sA) =
=14 sTr(A) =1+ sTr(4A) = sl(2;R) = {A|Tr(A) =0}

Lineariseerides Lie rithma SL(2, R) {ihiku timbruses ehk uurides iithiku puutuja-
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ruumi [5):

1 b 1.j. LVS 1 b
(a,b,c) — m(a,b,c) = +a o J +a _
¢ T2 | 1/(+a) Taylorir. c l1l-a

a b
=1, + ]
c —a

Viimase maatriksi jédlg on téepoolest 0. Uurime iihiku puutujaruumi, lubades

parameetrid (a,b,c) muutuda l6pmata viikesteks. Arendame 1. jarku lopmata

viikeste suuruste jargi:

14+da db
(a,b,c) — (da, db,6c) — m(da, b, oc) = 5o Lt ]
1+da
1+6a &b |
LLIVS ) L+oa = I, + 6aX, + 6bX, + 6cX, =
1/(14a) Taylori r. oc 1—9da |
1 0] 1 00
=1+ da 0 + 0b 0 + dc
| 00 10

Lie algebra baasivektorid on 1. jarku lopmata véiikesed suurused. Praegusel
juhul on baasivektorid 2x2 maatriksid. On lihtne veenduda, et kehtivad jargmised

kommutatsiooniseosed, kusjuures strukt. konstandid on vastavalt 2, -2 ja 1 [5]:

(X, X)] = 2X, (3.76)
(X, X.] = —2X, (3.77)
[Xln Xc] = X, (378)

Konstrueerime s((2; R) regulaarse esituse [5]:

0 —-2b 2c
R(X)=aR(X,) +bR(Xp) + cR(X.)= | —¢ 2a 0 (3.79)
b 0 —2a
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Niide 3.7.9 Kuna Lie algebra s[(2; R) on eelnevalt vélja arvutatud, siis on ilmne
tildistus sl(n; C). Kuna SU(n) on poollihtne kompaktne Lie rithm ja
SU(n) = U(n) NSL(n, C), siis ka su(n) = sl(n) Nu(n), seega

u(n) = {A|AT = —A} (3.80)
su(n) = {A|AT = —A, Tr(A) = 0} (3.81)

Jareldus 3.7.7 Rithma SU (n) Lie algebra su(n) elemendid on antihermiitilised
maatriksid, milledel jdlg on 0 [10].
Praktikas otsitakse enamasti baasi, mille korral taanduks iga Lie algebra ele-

ment samaaegselt iihele jargmistest: mittepoollihtne, poollihtne voi lihtne Lie
algebra [5].

Diferentsiaalvormid

Jargnevalt tehakse lithikokkuvdte vajalikest diferentsiaalvormidega seotud
moistetest. Tdsisema huvi korral soovitatakse lugejal uurida raamatut [3]. Olgu
jargnevas 2" (M) siledate r-vormide ruum. Muutkonna M iga punkti p korral on
Q7 (M) vektorruumide tensorkorrutise 7;(M) ® - - - ® T M alamruum. >

Definitsioon 3.7.19 r-jirku diferentsiaalvorm on (0,r)-antisiimmeetriline ten-

SOr.

Defineerime iga (0,r)-tiilipi tensori jaoks operaatori Alt

Alt: (AT )y = 5 D g0 (0) Ty, 1yuy(,, Kuna kahe antisiimmeetrilise tensori
oeS

O'E'r

tensorkorrutis ei ole antisiimm., defineerime antisiimm. ?* tensorkorrutise A.

Definitsioon 3.7.20 Vormide dz"*,dz"?, ... da"" viliskorrutis avaldub [3]:
1
dz"t Ada® A Adat = —Al(de @ - @ dat) (3.82)
r!

Definitsioon 3.7.21 Vilisdiferentsiaal d on kujutus Q"(M) — Q""(M), mis

ZRuumid TM ja T*M koosnevad vastavalt vektoritest ja kovektoritest koigis punktides ja
ei ole enam vektorruumid, vaid kihtkonnad. On ilmne, et kahe erineva vektorruumi vektorite
summa ei pruugi kuuluda mittekumbagi vektorruumi.

2Kuna Alt (w A7) =w A, siis (w A7) on antisiimm. [12]
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toimib r-vormile w = %wmmurdx“l A ---dxtr jargmiselt:

1\ g

1
dw = — ( 0 ) dz¥ Adx Adxb A - A datr (3.83)

Kehtivad avaldised:

df*w = f*(dw)
ehk d* = 0, (3.84)
AANA L) = dN A+ (—=1)38 AN A dp

kus deg\ on vormi A jiark [3]. Olgu vélisdiferentsiaali kujutis Im d ja tuum Ker
d.

Definitsioon 3.7.22 Diferentsiaalvormi g nim kinniseks, kui d5=0

Definitsioon 3.7.23 Diferentsiaalvormi o nim eksaktseks, kui leidub selline
vorm (3, et a = df.

Jareldus 3.7.8 Eksaktne vorm a on d kujutiseks, st Im d = a. Kinnine vorm
B on d tuumaks, st Ker d=f. Iga eksaktne vorm « on ka kinnine, sest kui leidub
selline 3, et a = df, siis da = 0, sest d* =0 [3].

Kas kehtib ka vastupidine?

Lemma 3.11 Poincaré lemma. Iga kinnine diferentsiaalvorm on lokaalselt
eksaktne. Kui 0 € QF(M), k > 0, on sile k-diferentsiaalvorm, siis leiduvad selline
sile (k — 1)-diferentsiaalvorm w € Q¥ Y(M) ja punkti p imbrus U nii, et igas
punktis p € U kehtib 0|, = (dw)|, [1].
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Lisa 3 Kihtkonnad

Definitsioonid ja moisted

Definitsioon 3.7.24 (Diferentseeruv) kihtkond (E,7, M, F,G) on struktuur,

mis koosneb jargmises tabelis antud osadest:

Kihtkonna struktuur

Tabel 3.1: Kihtkonna struktuur

Téhis Moiste, seos teiste komponentidega

E Kihtkonnaruum (total space, bundle space), kihtkonda
tahistatakse tihti E 5 M

M Baasmuutkond, baasruum (base space)

T E—-M Projektsioon (projection).

F Kihiruum (fibre, typical fibre). Kiht punktis on
seotud projektsiooniga: 77! (p) = F, ~ F

G Struktuuririihm. V6ib olla Lie rithm, kuid mitte ilmtin-
gimata. On defineeritud G toime kihile F), vasakult.

{U;} Baasmuutkonna M lahtine kate

¢; : Uy x F — | Lokaalne trivialisatsioon.Omadus: 7 o ¢;(p, f) = p. Ni-

1
7 (Ui) metuse pohjus: ¢! on pealekujutus hulgale U; x F.

tij Uleminekufunktsioonid, oi(p, f) = ¢i(p, tij(p) f)
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Uleminekufunktsioonid

t{p) = ¢ipdjp 3

t{P)f; ¢ 4——”//_

5

p

o) 4

Joonis 3.5: Uhisosal U; N U; on fi, f; € F midratud u € 7~ (p),p € U; N Uj-ga.
fi ja f; vaheline seos: f; = t;;(p)f;.

Kihtkonna osade lahtimotestamine

Jérgnevalt selgitatakse kihtkondade teooria moningaid aspekte. 7= (U;) on
otsekorrutis, mis on difeomorfne U; x F-ga. Difeomorfismiks on ¢;* : ¢~(U;) —
U;x F. Kui U;NU; # 0, siis on iihisosal defineeritud kaks lokaalset trivialisatsiooni
¢; ja ¢;. Valides punkti v nii, et 7(u) = p € U; N U;, saame iihelt poolt ¢; ' (u) =
(p, f) ja teisalt gbj_l(u) = (p, f;). Leidub kujutus tij : U;NU; = G, et f; =t;;(p) f;
(vt joon. (3.5)) [10].

Lemma 3.12 Et kihtkonna lokaalseid “osi” saaks kokku kleepida, peavad iile-

minekufunktsioonid rahuldama kooskolatingimusi:
(i) tii(p) = (@)™ (eUinly)
(iii) t;(p) - tjk(p) = tic(p) (peU;NU;NU) kotsiikli tingimus [9]

Kui need tingimused ei ole tédidetud, ei ole voimalik kihtkonna lokaalseid “osi”
kokku kleepida [10].
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Definitsioon 3.7.25 Kui koik iileminkufunktsioonid on samasuskujutused, siis
seda kihtkonda nimetatakse triviaalseks kihtkonnaks. Triviaalne kihtkond

avaldub baasmuutkonna ja kihiruumi otsekorrutisena: P = M x F' [10].

Olgu antud kihtkond £ 5 M. Pangem tihele, et voimalike iileminekufunkt-
sioonide hulk pole itheselt madratud. Olgu {U;} baasmuutkonna M lahtine kate,
{#:} ja {¢;} kihtkonda kirjeldavad u leminekufunktsioonide pered. iilemineku-

funktsioonid vastavatel trivialisatsioonide peredel on

tij(p) = dip © Gip (3.85)
tii(p) = by © B (3.86)

Defineerime igas punktis p € M kujutuse, tdpsemalt Lie rithma kuuluva homdoo-

morfismi g;(p) : F — F

(D) = b7 p © By (3.87)

Eelmistest vordustest on lihtne nédha, et

tij(p) = [9:(p)) " o tij(p) © g;(p) (3.88)

Triviaalse kihtkonna korral on iileminekufunktsioonid samasuskujutused, siis [10]

tij(p) = [9:(p)] " 9;(p)

Definitsioon 3.7.26 Loige s : M — E on sile kujutus, mis rahuldab
(i) mos =idy.

(ii) lokaalne ldige s; : U; — E on defineeritud igal hulgal U; C M [10].

Lisa 4 Maxwelli vorrandid

Yang-Millsi teooria iiks praktikas kasutatavamaid lihtsustusi on Maxwelli vor-

randid. On téhtis aru saada, et viimased siiski ei mééara fiitisikalise siisteemi
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kditumist iiheselt. Kui aga tdiendada neid Lorentzi seadusega, st vaadeldes juba
Lorentz-Maxwelli vorrandeid, siis on vaadeldav fiiiisikaline téaielikult méaaratud.
Kui on antud laengute, voolude ja véljade algjaotus, siis sidudes muu hulgas Fara-
day tensori (potentsiaalid) ja osakeste kiirenduse EM-véljas, madravad Maxwell-
Lorentzi vorrandid siisteemi fiiiisikalise jaotuse jargnevatel ajahetkedel. Vaatleme
ruumi 3(M,), mida nimetame 3-diferentsiaalvormide mooduliks iile M, (M, on

Minkowski aegruum meetrikaga 7). On teada, et

dim Q*(M,) = ( i ) =4, (3.89)

seega moodustavad mooduli baasi 3-vormide viliskorrutised, mida on kokku 4.

Valime baasivektorid nii:
dt ANde Ady, ditAdyAdz, dtAdzAde, dozAdyAdz. (3.90)

Olgu iihes inertsiaalsiisteemis moddetud elektromagnetvilja iseloomustavad
suurused E ja B. Eksperiment kinnitab, et E ka B komponendid teisenevad teise

0z dx™

inertsiaalsiisteemi tensoriteisenduse eeskirja jirgi:F,, = Fy, 35 7% . Moodustame

elektromagnetvilja tugevuse 2-diferentsiaalvormi [1]:
F=F,dz"Ndz" (pn<v),

kus kordajad F},, on EM-vilja tugevuse komponendid, nad rahuldavad Maxwelli
vorrandeid. Arvutame 2-vormi F' vilisdiferentsiaali dF. Saadakse jargmine 3-

diferentsiaalvorm:

F
dF =dF,, Adx" Nda” = aa—“ dz® Ndat Ndz” (p < v). (3.91)
a:vo'

Leiame baasi (3.90) baasivektorite dz A dy A dz kordajad. Téahistades t = 0,2 =
1,y = 2,2z = 3, saame tingimust p < v silmas pidades voimalikeks 0 — p — v
kombinatsioonideks 1-2-3, 3-1-2 ja 2-1-3 ja seetottu vastav liige avaldub

(01 Fog + 03 F19 — 0o F13)dx A dy A dz) On selge, et édsja arvutati divB.

—— =~ =~

8:B,  9.B.  —0,B,

On lihtne nédidata, et iilejadnud kordajaid arvutades saame rot E ja 9,B. Kuna
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Maxwelli vorrandi jérgi rot E+ 0B = 0, siis saame kokkuvotvalt lokaalselt
0o Fy + 0, F 6 + 0,F,, = 0 voi globaalselt [1]:

dF =0 Maxwelli vorrand (3.92)

Jareldus 3.7.9 Elektromagnetvéiljatugevus 2-vorm F on kinnine diferentsiaal-

VOI1l.

Tekib kiisimus: kas F' on kinnine sellepérast, et ta on eksaktne? Kas leidub 1-
vorm w € QY(U), et F = dw? Teame, et 2-vorm F € Q*(U), kus U C M,. Osutub,
et kui de Rhami kohomoloogiariihm H?(U) on triviaalne, siis leidub w € Q'(U),
et F'=dw. Olgu w = A, dz".

F=dw= (0,4, — 0,A,)dz" ANdz" (n <) (3.93)

Definitsioon 3.7.27 Diferentsiaalvormi w kordajaid A, nim. elektromagnetvélja

potentsiaalideks.
Olgu jérgnevas F sile k-diferentsiaalvorm muutkonnal M meetrikaga ().

Definitsioon 3.7.28 Diferentsiaalvormi F' duaalseks vormiks nim (m — k)-di-

ferentsiaalvormi *F', mille komponendid muutkonna atlase igas kaardis (lokaalsete

koordinaatidega x4, xo, . .., T,,) midratakse valemiga
L — e 1l irlk
(*F)Jlj2---Jm—k = Ciig.ipjigegm-r9 ) Fl1l2---lk
iAo
F 62112...2k]1]2...]m_ka (394)

kus Fiiz-ic = ghlt gl 0 0 (indeksite tostmine)
€iyin..in, ON Levi-Civita tensor ja 1 <i1 <ia < ... < <m, 1 <1 <jo<... <
Jm—t < m [1]. Operaatorit * nim Hodge’i tiheoperaatoriks [3].

Olgu *F = (xF'),, dz* A dx”. Arvutame:

(*F)m = €2301 7]227733 Fy3 = Fys = By,

73



Ulejidnud komponendid arvutatakse analoogiliselt. Saadakse

x [" = BydtNdx+ Bydt Ndy + B, dt \Ndz
+E,dy Ndz+ Eydz Ndx + E, dx A dy. (3.95)

Definitsioon 3.7.29 Vektori E dif. vormiks nim vormi, mis on defineeritud
wi=FE dr=E,dz+ E,dy+ E. dz (3.96)
ja pseudovektori B diferentsiaalvormiks vormi

wk=B-d5 = B, dy Adz + B, dz Adz + B. dz A dy. (3.97)

(o]

Kasutades elektrivilja ja magnetvélja vektorvilju, saab kirjutada [1]
F=wp Ndt+wh, *F = —wh Adt + Wi,

Definitsioon 3.7.30 2-diferentsiaalvormi F' nim ASD-diferentsiaalvormiks
(anti-self-dual differential 2-form), kui ta rahuldab tingimust xF' = —F.

Arvutades *xdF', saadakse Maxwelli vorrandeid kasutades
dxF =—j-dSAdt+p-dV. (3.98)

Moodustame 1-vormi J = J, dz" = —pdt+ j, dx+ j, dy+ j. dz. Saab niidata,
et selle vormi duaalne vorm on x J = —j-dS Adt + p-dV. Vordsustades viimased

avaldised, saadakse [1]

d(xF) = % J. (3.99)

Oleme saanud

dFF =0, d(xF) =xJ Maxwelli vorrandid dif.vormide esituses

(3.100)

Viimaseid nim ka Maxwelli vorrandite geomeetriliseks kujuks. Vaakumis, kus
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laengud ja voolud puuduvad (J = 0), saadakse

dF =0, d(+F)=0 (3.101)

Lisa 5 Faraday tensori seos Lorenzi kalibratsiooniga

Seame eesmérgiks leida liikme %FaﬁF “% seose vaba vilja lagranziaaniga [8)].

Arvutame:

]' [e3 1 (63 (0%
Zawﬁzﬂ@%—%&maM—WA)

1

:ﬂ@%wﬁ—%%mﬁ—%%Wm+%%wm¢:@mm
1

:?%%Wﬁ—%%yﬁ)

1 1 1
= 58(114560‘146 — 5(8‘“/1&)2 — 565(/1&8“145 — AP0~ A,)
4-divergents 05(A,0°AP — APO*A,) Euler-Lagrange’i vorrandeid ei muuda. On
selge, et liige iFagF @ lihtsustub Lorenzi kalibratsioonis liikmeks %606/158“/15 .

Seega vaba vilja lagranziaan (vt seost 1.1) on seotud liikkmega F,sF*? Lorenzi

kalibratsiooni kaudu [8].
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